
UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE COAHUILA

FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICO MATEMÁTICAS

INGENIERÍA FÍSICA

"GEOMETRÍA CUÁNTICA EN
MATERIALES BIDIMENSIONALES"

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:

INGENIERO FÍSICO

PRESENTA:

LUIS EDUARDO SÁNCHEZ GONZÁLEZ

Directores de Tesis:
Dr. Pierre Anthony Pantaleón Peralta
Dr. Carlos Eduardo Rodríguez García

Saltillo, Coahuila, México, abril de 2023



UNIVERSIDAD AUTÓNOMA DE COAHUILA

FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICO
MATEMÁTICAS

INGENIERÍA FÍSICA

"GEOMETRÍA CUÁNTICA EN
MATERIALES BIDIMENSIONALES"

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:

INGENIERO FÍSICO

PRESENTA:

LUIS EDUARDO SÁNCHEZ GONZÁLEZ

Directores de Tesis:
Dr. Pierre Anthony Pantaleón Peralta
Dr. Carlos Eduardo Rodríguez García

Saltillo, Coahuila, México, abril de 2023



Con mucho cariño a mi familia,
mi novia KG y chispita.



Agradecimientos

Agradezco infinitamente a mi familia, a mis padres Gabriela González y
Eduardo Sánchez, así como a mi hermano Nicolas Sánchez. Gracias por su
apoyo incondicional y su paciencia durante toda la licenciatura y en la ela-
boración de esta tesis. A mi novia Katheri Guardiola, agradezco su compañía
a lo largo de la licenciatura, escuchándome, dándome su apoyo incondicional,
alentándome a ser mejor cada día y nunca desistir, nos espera aún mucho ca-
mino juntos. En especial, quiero agradecer a mi madre Gabriela, quien se ha
esforzado todo el tiempo en apoyarme en mis metas, dándome estudios, pero
más importante aún, proporcionándome una vida de calidad. Todos mis logros
se los dedico a ella.

Por otro lado, estoy profundamente agradecido con el Dr. Pierre A. Pan-
taleón, no solo por haberme guiado en la elaboración de esta tesis, también
por la confianza y paciencia que me ha brindando. Sus enseñanzas han sido
enriquecedoras en mi formación, serán pilares en lo que me resta de formación
y en toda mi carrera como Físico. También le agradezco el haberme dado la
oportunidad de trabajar junto a él, es una excelente persona e investigador.
Agradezco al profesor Carlos E. Rodríguez, por su confianza, su ayuda y su
apoyo en la licenciatura, sin duda me ha motivado y alentado a crecer como
Físico. Considero que el profesor Carlos es una excelente persona e investigador
que ayuda y alienta a todos los estudiantes.

Finalmente, a todos los profesores que formaron parte de mi licenciatura
les agradezco, estoy convencido que muchos de los conocimientos que adquirí
los he aplicado al realizar este trabajo de tesis. Tal como mencionó Newton:
“Si he logrado ver más lejos, ha sido porque he subido a hombros de gigantes”.
En especial, quiero agradecer a la profesora Guadalupe Godina por su apoyo
durante la licenciatura, ayudarme y alentarme en mi formación. Además, agra-
dezco al profesor Ricardo Pérez por darme la oportunidad de trabajar con él
y por sus enseñanzas en matemáticas y física que me han sido de gran ayuda.

iii



"Geometría es el arte de razonar bien
sobre figuras mal hechas"
- Henri Poincaré



Índice general

Resumen xi

Abstract xii

1 Introducción 1
1.1 Objetivo general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Grafeno prístino 4
2.1 Estructura cristalina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Modelo de amarre fuerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2.1 Descripción en grafeno prístino . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2.2 Hamiltoniano de Bloch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 Fermiones de Dirac sin masa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.4 Simetrías discretas del grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4.1 Protección de los puntos de Dirac . . . . . . . . . . . . . 20

3 Modelos topológicos en grafeno 22
3.1 Grafeno con masa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.1.1 Singularidades y transiciones continuas . . . . . . . . . . 24
3.1.2 Fermiones de Dirac con masa . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Modelo de Haldane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2.1 Aproximación a bajas energías . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.2 Más allá del modelo de Haldane . . . . . . . . . . . . . . 36

4 Propiedades topológicas del grafeno 38
4.1 Teoría geométrica de bandas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.1.1 Fase y curvatura de Berry . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.2 Número de Chern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2.1 Grafeno prístino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

v



vi

4.2.2 Grafeno con masa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.2.3 Modelo de Haldane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.2.4 Aislantes topológicos y el invariante Z2 . . . . . . . . . . 53

5 Sistemas finitos 54
5.1 Estados de borde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.2 Nanocintas de grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.2.1 Borde zigzag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.2.2 Borde armchair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.2.3 Soluciones analíticas para los estados de borde . . . . . . 62

5.3 Nanocintas de grafeno con masa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.4 Correspondencia bulto-frontera en el modelo de Haldane . . . . 65

6 Conclusiones 70

A Hamiltoniano de modelo de dos bandas 72

B Simetrías discretas en modelo de dos bandas 74

C Tensor métrico de modelo de dos bandas 76

Referencias 79



Índice de figuras

2.1 (a) Red de grafeno con vectores bases a1 y a2. Los vectores δi

conectan cada átomo A o B, con sus primeros vecinos. El pa-
ralelogramo gris representa la celda unitaria. (b) Red recíproca
del grafeno con vectores b1 y b2. La primera zona de Brillouin
está representada como el hexágono gris. . . . . . . . . . . . . . 5

2.2 Cadena lineal de dos sitios atómicos. El traslape de las funcio-
nes de onda (rojo) permite hacer un túnel, o túneleo, entre los
pozos potenciales (azul discontinua). Los niveles de energía de
los electrones están representados como las líneas sólidas azules.
En la esquina superior derecha, se muestra un esquema típico
para presentar el modelo de amarre fuerte considerando solo el
túnel t entre los sitios. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 (a) Red de grafeno y sus orbitales electrónicos. Los orbitales σ
forman enlaces covalentes fuertemente enlazados con los átomos
de carbono vecinos, mientras que los orbitales π, son responsa-
bles de la conducción de los portadores de carga. (b) Esquema
que muestra cómo las bandas π se encuentran en la vecindad del
nivel de Fermi EF , mientras que las bandas σ y σ∗ se encuentran
separados por una brecha de energía grande. Adaptada de [1] . 7

2.4 (a) Mapeo k → λ̂(k) = λ(k)/|λ(k)| entre el toro de Brillouin
T 2, y el círculo unitario S1. Cada punto en el círculo representa
un pseudo-espinor del hamiltoniano de Bloch del grafeno. (b)
Fase φ(k) sobre la red recíproca, el hexagono negro respresenta
la BZ y los vectores respresentan el campo vectorial λ(k). . . . 12

vii



viii Índice de figuras

2.5 (a) Estructura de las bandas π del grafeno obtenidas a partir del
modelo de amarre fuerte a primeros vecinos. En la ampliación
se muestra la relación de dispersión lineal alrededor de uno de
los puntos de Dirac. (b) Relación de dispersión 2.2.29 a través
de un camino en la primera zona de Brillouin, con t = 2.7 eV. . 13

3.1 Estructura de bandas electrónicas del grafeno con masa. Las lí-
neas sólidas rojas corresponden al caso donde m ̸= 0 y las líneas
punteadas grises corresponden al casom = 0 eV, en ambos casos
se considera el término de salto t = 1 eV. . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Mapeo k → λ̂(k) = λ(k)/|λ(k)| entre el toro de Brillouin T 2,
y la esfera de Bloch S2. Cada punto en la esfera de Bloch re-
presenta un pseudo-espinor del hamiltoniano H(k). Adaptada
de [2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.3 (a) Estructura de bandas de grafeno prístino alrededor de los
puntos de Dirac, donde los electrones se comportan como par-
ticulas sin masa y por tanto no hay una brecha de energía. (b)
Estructura de bandas de grafeno con masa alrededor de los pun-
tos de Dirac, donde la masa que adquieren los electrones provoca
una brecha de energía. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.4 (a) Patrón de saltos definido por Haldane. Las flechas (rojas y
azules) circulan en el sentido de las agujas del reloj alrededor
del centro de cada hexágono de átomos de carbono. Los vectores
b1,b2 y b3 conectan cada sitio A (o B) con sus segundos vecinos.
(b) Definición del índice νij que corresponde al signo de la fase.
(c) Representación de celda unitaria (paralelogramo) con los
saltos a segundos vecinos (flechas rojas). El flujo global a través
de dicha celda unitaria es cero. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.5 Estructura de bandas electrónicas del modelo de Haldane. Las
líneas sólidas rojas corresponden al caso donde t′ = 0.1 eV para
varios valores de m = {−3

√
3t′, 0, 3

√
3t′} y un par de valores de

ϕ = {−π/2, π/2}. Las líneas punteadas grises corresponden al
caso donde t′ = 0 eV, m = 0 eV y para cualquier valor de ϕ. En
ambos casos se considera que el término de salto t = 1 eV. . . . 33

3.6 Representación del diagrama de fase del modelo de Haldane,
considerando como parámetro la masa de Haldane mξ

H . Se ilus-
tra para cada zona las trivializaciones a considerar para el fibra-
do vectorial. En el caso de las zonas cerradas el fibrado vecto-
rial es no trivial. Las líneas roja y azul corresponden a los casos
m+

H = 0 y m−
H = 0 respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . 35



Índice de figuras ix

4.1 Existe una homotopía entre un toro y una taza, por lo que po-
demos deformar continuamente uno y obtener el otro. Además
ambas superficies están caracterizadas por un invariante topo-
lógico, en este caso es el género g = 1, es decir el número de
huecos de la superficie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.2 (a) Conexión de Berry a bajas energía de grafeno prístino, se
observa como la conexión parece girar alrededor de los puntos
de Dirac en direcciones opuestas en cada valle y además diverge
en dichos puntos. (b) Curvatura de Berry alrededor del punto
K+, entre más nos acercamos al punto la curvatura aumenta.
Algo similar ocurre en el punto K−, pero en lugar de aumentar,
la curvatura decae cerca de dicho punto. . . . . . . . . . . . . . 43

4.3 (a) Curvatura de Berry de grafeno con masa de la banda de
valencia (η = −1), con parámetro m = 1 eV. Se observa como
la curvatura crece (decrece) en los puntos equivalentes de K+

(K−). (b) Curvatura de Berry en 3D de grafeno con masa de la
banda de valencia, con parámetro m = 1 eV, se muestra como
los picos son más pronunciados cuando el valor de m disminuye. 46

4.4 Curvatura de Berry del modelo de Haldane de la banda valencia
(η = −1). Todos los casos corresponden a t′ = 0.1 eV para varios
valores de m = {−3

√
3t′/4, 0, 3

√
3t′/4} y un par de valores de

ϕ = {−π/2, π/2}. En todos los casos se considera que el término
de salto t = 1 eV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.5 Diagramas de fase en el modelo de Haldane. (a) Representación
de las diferentes fases topológicas de ambas bandas, consideran-
do ϕ = π/2. Se muestran las bandas en los puntos de Dirac y
el color índica el signo de la curvatura, color rojo (azul) corres-
ponde a curvatura positiva (negativa). (b) Diagrama de fase del
modelo de Haldane, igual a Fig. 3.6, pero en este caso se ilustra
el número de Chern para las diferentes regiones. . . . . . . . . . 52

5.1 Estados de borde en el efecto Hall cuántico. (a) Niveles de Lan-
dau de una cinta infinita de ancho x2−x1. Cerca del borde de la
muestra los niveles de Landau se flexionan, por lo que hay esta-
dos que cruzan el nivel de Fermi. (b) Los electrones en el bulto
de una muestra tienen un movimiento orbital tipo ciclotrón.
Mientras que los electrones en el borde no pueden completar la
órbita, por lo que se produce un salto de órbita que se propaga
a lo largo del borde. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55



x Índice de figuras

5.2 Estructura de nanocintas de grafeno con (a) borde zigzag (cinta
zigzag) y (b) borde armchair (cinta armchair). Los rectángulos
punteados definen las celdas unitarias. El ancho de la cinta está
determinado por el número total de sitios, ambos sitemas tienen
2N sitios, N = 6 para cinta zigzag y N = 11 para cinta armchair. 56

5.3 Estructura de bandas para grafeno prístino con borde zigzag
para (a) N = 5, (b) N = 15 y (c) N = 30. En el nivel de Fermi
(EF = 0) aparece una banda plana degenerada que aumenta su
anchura de forma proporcional al ancho de la cinta. . . . . . . . 59

5.4 Estructura de bandas para grafeno prístino con borde armchair
para (a) N = 3, (b) N = 4, (c) N = 4, (d) N = 15, (e)
N = 16, (f) N = 17. La estructura de bandas depende de
la anchura de la cinta, por lo que existen tres tipos de cintas
armchair : semiconductoras para N = 3m y N = 3m + 1 [(a),
(b), (d) y (e)] y metálicas para N = 3m + 2 [(c) y (f)], con
m ∈ Z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.5 Estructura de bandas para grafeno con masa con borde zigzag
(fila superior) y armchair (fila inferior). En ambos casos las ban-
das se separan, tenemos una brecha de energía similar al caso
infinito y no hay estados de borde. En el borde zigzag desapa-
recen los estados metálicos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5.6 Estructura de bandas del modelo de Haldane con borde zigzag.
Se considera varios valores de m = {3

√
3t′+∆, 3

√
3t′, 3

√
3t′−

∆}, con ∆ = 0.1, y para un par de valores de ϕ = {−π/2, π/2}.
En todos los casos se toma los saltos como t = 1 eV y t′ = 0.1 eV. 67



Resumen

Los materiales bidimensionales poseen un gran potencial para liderar la
próxima generación de dispositivos electrónicos gracias a sus singulares pro-
piedades físicas. En particular, los aislantes topológicos son notables por su
capacidad de conducir electricidad en los bordes, a diferencia de los aislantes
convencionales que no presentan esta propiedad. Además, la geometría cuán-
tica se enfoca en el estudio de las propiedades geométricas de las funciones
de onda de sistemas cuánticos en el espacio de Hilbert. Las propiedades más
conocidas son la fase y la curvatura de Berry, las cuales proporcionan informa-
ción sobre las fases topológicas y predicen la existencia de estados de borde.
En esta tesis, estudiamos las propiedades topológicas de estructuras crista-
linas hexagonales, centrándonos en las descripciones de diferentes sistemas
obteniendo soluciones analíticas exactas y, en ocasiones, mediante soluciones
numéricas. Especialmente, analizamos el grafeno prístino, grafeno con masa y
el modelo de Haldane. Obtenemos formas analíticas para la curvatura y fase de
Berry, caracterizando así las diferentes fases topológicas. Además, exploramos
la correspondencia bulto-frontera, que relaciona las propiedades topológicas
del sistema periódico con la presencia de estados de borde en el sistema finito.

xi



Abstract

Two-dimensional materials have great potential to lead the next generation
of electronic devices due to their unique physical properties. In particular, to-
pological insulators are notable for their ability to conduct electricity on their
edges, unlike conventional insulators which do not have this property. Further-
more, quantum geometry focuses on the study of the geometric properties of
wave functions of quantum systems in Hilbert space. The most well-known
properties are the Berry phase and curvature, which provide information on
the topological phases and predict the existence of edge states. In this the-
sis, we study the topological properties of hexagonal crystalline structures,
focusing on the descriptions of different systems obtaining exact analytical so-
lutions and, occasionally, through numerical solutions. Specifically, we analyze
pristine graphene, graphene with mass, and the Haldane model. We obtain
analytical forms for the Berry curvature and phase, thus characterizing the
different topological phases. Additionally, we explore the bulk-boundary co-
rrespondence, which relates the topological properties of the periodic system
to the presence of edge states in the finite system.

xii



1
Introducción

El carbono es uno de los elementos más estudiados y es el pilar de la quími-
ca orgánica. Su importancia se debe a sus múltiples aplicaciones en diferentes
áreas, como en electrónica [3] y medicina [4]. Es por ello que la investigación
teórica y experimental alrededor de materiales a base de carbono se ha conver-
tido en un área de investigación muy activa, desempeñando un rol importante
en nanociencia y nanotecnología [1]. Por otro lado, el carbono presenta una
gran familia de alótropos, entre ellos los más conocidos son el diamante y el
grafito (tridimensionales), pero en el siglo XX se descubrieron otros alótro-
pos, tal es el caso de los fullerenos (cero dimensionales) [5] y los nanotubos de
carbono (unidimensionales) [6].

Durante mucho tiempo se tuvo la idea que las redes cristalinas únicamen-
te podían existir en tres dimensiones. Esto debido al teorema de Mermin-
Wagner [7] que limita la existencia de materiales en una y dos dimensiones
debido a las fluctuaciones térmicas. Sin embargo, en 2004 A.K. Geim y K.S.
Novoselov de la Universidad de Manchester reportaron una estructura bidi-
mensional de carbono [8], llamada grafeno1. Esto lo consiguieron al aplicar
la técnica de exfoliación mecánica sobre un pedazo de grafito [8, 11]. Así, los
innovadores experimentos que condujeron al descubrimiento y descripción de
las propiedades del grafeno [8, 12–14], les valió el Premio Nobel de Física en
2010. A partir de este descubrimiento, surgió un gran interés de la comuni-
dad científica en este novedoso material, debido a sus interesantes propiedades
electrónicas [12, 15, 16], ópticas [17, 18], mecánicas [19, 20], térmicas [21] y
químicas [22, 23]. En consecuencia, se origina una gran cantidad de trabajos
científicos alrededor del grafeno que dan inicio al estudio de una nueva clase
de materiales: los materiales bidimensionales.

El grafeno no solo cuenta con interesantes aplicaciones tecnológicas [24],
también es interesante desde un punto de vista teórico. Uno de estos intereses
surge en las propiedades electrónicas y de transporte que lo hacen bastante
peculiar, ya que los electrones en el grafeno se comportan como fermiones

1El término grafeno (graphene en inglés) fue acuñado en 1962 [9] y recomendado por la
IUPAC hasta 1995 [10]
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relativistas sin masa, que están descritos por la ecuación de Dirac [12, 25].
Esta propiedad del grafeno lo convierte en un puente entre la Física de la
Materia Condensada y la Física de Altas Energías [26]. En consecuencia, en
los últimos años se ha aumentado la búsqueda de otros sistemas en donde
los electrones se comportan como fermiones de Dirac sin masa. Esta clase de
sistemas, son conocidos como sistemas de Dirac [27]. Algunos ejemplos son,
el modelo α − T3 [28], el grafeno con distorsión Kekulé [29–31], el borofeno
ortorrómbico 8− Pmmn [32, 33], entre otros.

Por otro lado, en la decada de los 80’s el descubrimiento de nuevas fases
de la materia provocó un cambio de paradigma acerca de las clasificaciones
de las distintas fases de la materia. En ese entonces la clasificación se basaba
en la teoría de Bloch de la estructura de bandas de los materiales [34] y en
la teoría Landau-Ginzburg-Wilson [35–37] de las transiciones de fase basadas
en un mecanismo de ruptura de simetría. No obstante, en 1980 Von Klitzing
et al. [38] descubren el efecto Hall cuántico, en donde la conductividad Hall
es un múltiplo entero. Asociado a este fenómeno, aparecen estados que con-
ducen electricidad en los bordes de la muestra, mientras que en el bulto es
aislante [39, 40]. Estas intrigantes características causaron un gran interés en
entender y reproducir el efecto Hall cuántico. En 1982 Thouless et al. [41, 42]
extendieron la descripción del efecto Hall cuántico a un cristal y demostraron
que el número entero encontrado anteriormente estaba asociado a una forma
geométrica. Después se demostró que esa forma geométrica es un invariante
topológico [43] conocido como número de Chern, y que está relacionado a la
geometría cuántica del sistema [44]. La geometría cuántica estudia las propie-
dades geométricas de las funciones de onda de sistemas cuánticos en el espacio
de Hilbert [45, 46]. Las propiedades más conocidas, que describiremos a lo
largo de este trabajo, son la fase y la curvatura de Berry [47].

Por otra parte, en 1988 F.D. Haldane [48] propuso un modelo en una red
de grafeno en el cuál se reproduce el efecto Hall cuántico sin la necesidad de un
campo magnético. La estructura de bandas en este sistema presenta un número
de Chern entero, y en consecuencia la conductividad Hall está cuantizada.
El modelo de Haldane fue el primero en describir un efecto Hall sin campo
magnético. Sin embargo, dicho modelo requería romper ciertas simetrías en el
sistema. A partir del descubrimiento del grafeno [8], Kane y Mele propusieron
un modelo similar al de Haldane preservando las simetrías que se rompían
en el modelo de Haldane [49]. Sin embargo, una consecuencia de ello es que
en este modelo las corrientes en los bordes no son de carga eléctrica, sino de
espín. Todo esto dio lugar al nacimiento de una nueva clase de materiales
llamados aislantes topológicos. Estos materiales, a diferencia de los aislantes
y conductores convencionales, son aislantes en el bulto pero conductores en
los bordes. Así, el grafeno ha sido un terreno abundante para el desarrollo de
conceptos topológicos, que van desde el modelo de Haldane [48] hasta el modelo
de Kane-Mele [49], y que se extienden a muchos otros ejemplos [50–57].



Capítulo 1. Introducción 3

1.1. Objetivo general

En este contexto, la presente tesis tiene como objetivo explorar las pro-
piedades topológicas de estructuras cristalinas hexagonales. Describiendo los
diferentes sistemas obteniendo soluciones analíticas exactas y además median-
te soluciones numéricas. Los casos a estudiar son el grafeno prístino, grafeno
con masa y el modelo de Haldane. Cabe mencionar que, aunque los sistemas
mencionados parecen ser relativamente simples, hasta el momento de concluir
esta tesis no existe en la literatura una descripción detallada de sus propieda-
des topológicas. La estructura de la tesis es la siguiente:

Capítulo 2: Grafeno prístino. Presentamos la estructura cristalina del
grafeno prístino y aplicamos un modelo de amarre fuerte para derivar la estruc-
tura de bandas y las funciones de onda. Mediante una aproximación a bajas
energías describimos el comportamiento ultrarelativista de los electrones en el
grafeno. Por último, se definen las simetrías discretas que permiten clasificar
los hamiltonianos no interactuantes, se aplican al grafeno prístino y se discute
como la degeneración en grafeno está protegida por simetrías.

Capítulo 3: Modelos topológicos en grafeno. Se estudia de forma de-
tallada dos modelos en grafeno: grafeno con masa y modelo de Haldane. En
ambos casos, mediante un modelo de amarre fuerte se obtiene la estructura de
bandas y las funciones de onda. Se describen las singularidades de las funcio-
nes de onda y se argumenta como estas indican la no trivialidad del sistema
provocando la existencia de transiciones de fase. Por último, se realiza una
aproximación a bajas energías en cada modelo y se describe el comportamien-
to relativista de los electrones.

Capítulo 4: Propiedades topológicas del grafeno. Empezamos in-
troduciendo los conceptos básicos de la teoría geométrica de bandas, donde
definimos la fase de Berry y curvatura de Berry. Luego, abordamos el concep-
to de número de Chern partiendo del efecto Hall cuántico. Calculamos una
forma analítica para la curvatura de Berry de los sistemas mencionados y con
ello se deriva el número de Chern analíticamente. Por último, en base a los re-
sultados obtenidos describimos las diferentes fases topológicas que se presentan
en los sistemas.

Capítulo 5: Sistemas finitos. Se estudian de forma detallada los mo-
delos anteriores en su representación de nanocinta. Desarrollamos un modelo
de amarre fuerte para sistemas finitos y mediante diagonalización numérica
exacta obtenemos la estructura de bandas. Se describen los estados de borde
y concluimos con un fenómeno llamado correspondencia bulto-frontera el cual
relaciona las propiedades del sistema infinito con la existencia de estados de
borde en su representación finita.

Capítulo 6: Conclusiones. Finalmente, resumimos los principales resul-
tados de esta tesis y presentamos una conclusión.



2
Grafeno prístino

2.1. Estructura cristalina

En una red de grafeno, los átomos de carbono están dispuestos en una
estructura hexagonal formando una red cristalina similar a un panal de abejas,
tal como se muestra en la Fig. 2.1 (a). Tal estructura cristalina puede verse
como una red triangular que contiene dos sitios atómicos por celda unitaria,
indicados como A y B [13, 58–60]. Los vectores de la red que trasladan la celda
unitaria sobre todos los sitios del cristal están dados por

a1 =
a

2
(
√
3, 3), a2 =

a

2
(−

√
3, 3), (2.1.1)

donde a ≈ 1.42 Å es la distancia entre átomos de carbono. Los vectores que
conectan un sitio atómico A con sus tres primeros vecinos son

δ1 =
a

2
(
√
3, 1), δ2 =

a

2
(−

√
3, 1), δ3 = a(0,−1). (2.1.2)

Además, como la red es periódica, los vectores de la correspondiente red re-
cíproca, {bj}, son el conjunto de vectores que satisfacen ai · bj = 2πδij. Con
esta expresión y mediante los vectores en la Ec. 2.1.1 obtenemos

b1 =
2π

3a
(
√
3, 1), b2 =

2π

3a
(−

√
3, 1). (2.1.3)

En la Fig. 2.1 (b) se muestra la red recíproca, donde se observa que también
es una red hexagonal. A la región gris en Fig. 2.1 (b) se le conoce como zona
de Brillouin (BZ), la cual es la celda de Wigner-Seitz de la red recíproca. De
particular importancia son las seis esquinas de la BZ las cuales se conocen
como puntos de Dirac [13]. Mediante argumentos de simetría, estos seis puntos
se reducen a solo dos, identificados como K± y están dados por

K± =

(
± 4π

3
√
3a
, 0

)
. (2.1.4)

4
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Figura 2.1 (a) Red de grafeno con vectores bases a1 y a2. Los vectores δi conectan cada
átomo A o B, con sus primeros vecinos. El paralelogramo gris representa la celda unitaria. (b)
Red recíproca del grafeno con vectores b1 y b2. La primera zona de Brillouin está representada
como el hexágono gris.

Las otras esquinas pueden ser obtenidas a partir de K± mediante simples
operaciones de rotación. Como se describirá mas adelante, estos puntos son de
particular importancia para la física del grafeno [12, 13].

2.2. Modelo de amarre fuerte

Para describir las propiedades electrónicas del grafeno [58], se utiliza un
modelo conocido como el modelo de amarre fuerte o tight-binding model en
inglés. Este modelo asume que las funciones de onda de los electrones en todo el
cristal se pueden escribir como una combinación lineal de los orbitales atómicos
de átomos aislados [61–63]. Para ilustrar este modelo, consideremos un sistema
de dos sitios atómicos idénticos, como se muestra en la Fig. 2.2. La función de
onda de los electrones en todo el cristal se puede escribir como una combinación
lineal de estos orbitales atómicos (línea roja) y el hamiltoniano del sistema
debe contener todas las contribuciones de cada sitio. Para tomar en cuenta
el traslape de los orbitales, se introduce un término de hopping en inglés o
salto en español [61]. En notación de segunda cuantización, el hamiltoniano
del sistema se escribe como

H = t11c
†
1c1 + t22c

†
2c2 + t12c

†
1c2 + t21c

†
2c1, (2.2.1)

y considerando sitios idénticos esta ecuación se reduce a

H = t

2∑
ij

c†icj. (2.2.2)
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Figura 2.2 Cadena lineal de dos sitios atómicos. El traslape de las funciones de onda (rojo)
permite hacer un túnel, o túneleo, entre los pozos potenciales (azul discontinua). Los niveles
de energía de los electrones están representados como las líneas sólidas azules. En la esquina
superior derecha, se muestra un esquema típico para presentar el modelo de amarre fuerte
considerando solo el túnel t entre los sitios.

La ecuación anterior se puede generalizar para una una red cristalina con
muchos sitios y está dada por,

H =
∑
ij

tijc
†
icj, (2.2.3)

donde los indices i, j representan posiciones atómicas, tij es el término de
“tuneleo” o de “salto” que usualmente es un valor numérico que nos da la
magnitud del traslape de los orbitales atómicos. La notación de operadores
es tal que c†i crea un partícula en el sitio i y cj aniquila un partícula en el
sitio j. Generalmente, se considera que los portadores de carga son fermiones
(electrones), por lo que los operadores de creación y aniquilación satisfacen las
relaciones de anticonmutación

{ci, c†j} = δij, {ci, cj} = {c†i , c†j} = 0. (2.2.4)

En la Ec. 2.2.3 se tiene en cuenta la interacción entre todos los sitios atómicos
ya que no se imponen restricciones sobre la distancia a la que interactúan, aun-
que el modelo puede simplificarse dependiendo del sistema físico en cuestión.
Por lo general, cada sitio atómico interactúa fuertemente con sus vecinos más
cercanos. Por ejemplo, en la Fig. 2.1 (a), un electrón en el sitio A interactúa
con sus tres primeros vecinos en los sitios B. Si ampliamos la interacción a
los segundos vecinos, cada sitio A también podría interactuar con otros sitios
A. Sin embargo, es importante tener en cuenta que a medida que se agre-
gan vecinos más lejanos, la interacción entre ellos disminuye. En particular, la
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Figura 2.3 (a) Red de grafeno y sus orbitales electrónicos. Los orbitales σ forman enlaces
covalentes fuertemente enlazados con los átomos de carbono vecinos, mientras que los orbitales
π, son responsables de la conducción de los portadores de carga. (b) Esquema que muestra
cómo las bandas π se encuentran en la vecindad del nivel de Fermi EF , mientras que las bandas
σ y σ∗ se encuentran separados por una brecha de energía grande. Adaptada de [1]

aproximación a segundos vecinos se escribe como

H =
∑
i

εic
†
ici +

∑
⟨ij⟩

tijc
†
icj +

∑
⟨⟨ij⟩⟩

t′ijc
†
icj. (2.2.5)

La ecuación 2.2.5 describe la aproximación de segundos vecinos en el mode-
lo de amarre fuerte. En esta aproximación, se incluyen los términos de energía
de sitio εi, la interacción entre sitios vecinos inmediatos tij y la interacción
entre sitios segundos vecinos t′ij. En el primer término, el factor εi representa
la energía asociada con cada sitio en la red cristalina, que puede ser diferente
para cada sitio. En caso de que los sitios sean idénticos, este término es una
constante. El segundo término describe la interacción entre los sitios i y sus
primeros vecinos j, donde tij es el término de salto entre los sitios i y j. Es
importante destacar que la suma sobre i y j solo se realiza una vez, debido
a que tij = tji. El último término describe la interacción entre segundos ve-
cinos, donde t′ij es el término de salto entre los sitios i y j. A diferencia del
término anterior, este término no necesariamente satisface t′ij = t′ji, por lo que
el intercambio de índices no siempre corresponde al mismo término de salto.

2.2.1. Descripción en grafeno prístino

En su estado más bajo de energía, un átomo de carbono aislado tiene la
configuración electrónica 1s22s22p2, con seis electrones unidos al núcleo, y don-
de cuatro de ellos son electrones de valencia. El carbono puede incrementar el
número de electrones vacantes para formar enlaces, tal proceso de reordena-
miento de electrones se le conoce como hibridación. En el grafeno, los orbitales
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2s, 2px, 2py se combinan para formar tres orbitales de hibridación de tipo sp2,
mismos que son son los responsables de fuertes enlaces covalentes (enlaces σ)
entre átomos vecinos [1, 58]. Estos enlaces σ conducen a la formación de las
bandas σ, que están separadas por una brecha de energía grande alrededor
de la energía de Fermi, como se muestra en la Fig. 2.3 (b). Es por esto que
la contribución de las bandas σ a las propiedades electrónicas del grafeno es
comúnmente despreciada [13, 58].

El cuarto electrón de valencia ocupa el orbital pz, que es perpendicular
a los orbitales σ (véase Fig. 2.3 (a)). La interacción de los orbilates pz entre
átomos vecinos conduce a la formación de dos bandas π, las cuales desempeñan
el papel más importante de las excitaciones electrónicas de baja energía del
grafeno. A continuación, se describe la estructura electrónica de las dos bandas
π del grafeno mediante un modelo de amarre fuerte a primeros vecinos.

En general, el hamiltoniano de amarre fuerte a primeros vecinos para el
grafeno está dado por

H =
∑
i

εAa
†
iai +

∑
j

εBb
†
jbj − t

∑
⟨ij⟩

(a†ibj + b†jai), (2.2.6)

donde εA y εB es la energía de sitio en A y B respectivamente, y donde t ≈
2.7 eV es el parámetro de salto entre orbitales π [13]. Los átomos en los sitios
A y B son idénticos, por lo que εA = εB. Sin perdida de generalidad podemos
asumir que εA = εB = 0. Ya que en este caso el efecto de la energía de sitio es
un desplazamiento constante en energía. Así, el hamiltoniano de amarre fuerte
se escribe como

H = −t
∑
⟨ij⟩

(a†ibj + b†jai). (2.2.7)

En la literatura es habitual encontrar el hamiltoniano en la forma,

H = −t
∑
⟨ij⟩

(a†ibj + H.c.), (2.2.8)

dondeH.c. significa conjugación Hermitiana, que proviene del inglés Hermitian
conjugation, y es necesaria para garantizar que el hamiltoniano resultante sea
hermitiano. Esto último es necesario para garantizar que los eigenvalores sean
reales, de otra manera se tendrían perdidas o ganancia de energía, como en un
sistema cuántico abierto [64].

El hamiltoniano en Ec. 2.2.8 puede ser escrito en términos de los parámetros
de la red. Para el grafeno y en general para cualquier red hexagonal, el índice
i recorre todos los sitios r = na1 + ma2, con n,m ∈ Z, que corresponde
a la subred A. Para evitar un doble conteo, y en aproximación de primeros
vecinos, se hace que el índice j recorra solo los sitios δi, i = 1, 2, 3 mostrados
en Fig. 2.1 (a). Entonces, el hamiltoniano se reescribe como

H = −t
∑
r

3∑
n=1

a†rbr+δn + H.c.. (2.2.9)
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La ecuación anterior puede expresarse en el espacio-k o espacio recíproco.
Escribimos los operadores de creación y aniquilación en su representación de
Fourier,

ar =
1√
N

∑
k∈BZ

eik·rak, a†k =
1√
N

∑
k∈BZ

e−ik·ra†k, (2.2.10)

donde N es el número de sitios de la red y k = (kx, ky) es el momento cristalino.
Sustituyendo los operadores de creación y aniquilación en el hamiltoniano en
Ec. 2.2.9, tenemos que

H = −t
∑
r

3∑
n=1

[
1

N

∑
k,k′

(
e−ik·ra†ke

ik′·(r+δn)bk′

)]
+ H.c., (2.2.11)

reordenando términos e intercambiando las sumas,

H = −t
∑
k,k′

3∑
n=1

[(
1

N

∑
r

ei(k
′−k)·r

)
eik

′·δna†kbk′

]
+ H.c., (2.2.12)

donde el término entre paréntesis es la definición de Delta de Kronecker

1

N

∑
r

ei(k
′−k)·r = δk,k′ . (2.2.13)

Finalmente, sustituyendo Ec. 2.2.13 en Ec. 2.2.12, sumando sobre k′ y reorga-
nizando índices, el hamiltoniano resultante toma la forma

H = −t
∑
k

[
3∑

n=1

eik·δna†kbk +
3∑

n=1

e−ik·δnb†kak

]
. (2.2.14)

La Ec. 2.2.14 se puede simplificar aún mas con el uso del llamado factor de
estructura geométrico,

f(k) = −t
3∑

n=1

eik·δn , (2.2.15)

el cuál es un término que identifica las posiciones cristalinas en la red. Por lo
tanto, el hamiltoniano en el espacio-k se simplifica a

H =
∑
k

[
a†kf(k)bk + b†kf

†(k)ak
]
. (2.2.16)

La Ec. 2.2.16 tambien se puede escribir en forma matricial, esto es

H =
∑
k

(
a†k b†k

)( 0 f(k)
f †(k) 0

)(
ak
bk

)
, (2.2.17)
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o de forma más compacta como

H =
∑
k

Ψ†H(k)Ψ, (2.2.18)

donde

Ψ =

(
ak
bk

)
, H(k) =

(
0 f(k)

f †(k) 0

)
, Ψ† =

(
a†k b†k

)
. (2.2.19)

A los operadores Ψ, se les conoce como espinores de Nambú. El término H(k) es
la representación matricial del hamiltoniano en el espacio-k o también conocido
como hamiltoniano de Bloch [2].

La estructura matricial del hamiltoniano en Ec. 2.2.18 es muy conveniente
ya que nos permite calcular directamente las energías y las funciones de onda
del sistema. Una característica de la matriz H (omitimos la dependencia en k
para simplificar notación) es que es hermitiana por lo que sus valores propios
son números reales. Una propiedad de las matrices de este tipo es que siempre
es posible encontrar una matriz unitaria U tal que U†HU = D, donde U es la
matriz cuyas columnas son los eigenvectores de H y D es su correspondiente
matriz de eigenvalores. En esta nueva representación, el hamiltoniano resul-
tante es una matriz diagonal. Por lo que en la práctica y como mostraremos
mas adelante, para estudiar los sistemas físicos en cuestión, es suficiente con
diagonalizar la matriz H.

2.2.2. Hamiltoniano de Bloch

En general, para un modelo n-dimensional, la primera zona de Brillouin,
posee la topología de un toro, Fig. 2.4 (a), que llamamos toro de Brillouin
y se define como T n = Rn/Λ, con Λ la red recíproca. Así, los puntos en el
toro se relacionan por la expresión k ∼ k +G, con G ∈ Λ. En un modelo de
2m-bandas, con m bandas ocupadas y m bandas vacías, para cada k ∈ T n, se
asocia un hamiltoniano de Bloch H(k) de tamaño 2m× 2m, que está definido
sobre un espacio de Hilbert Hk

∼= C2m. Este conjunto de espacios forma un
fibrado vectorial complejo sobre el toro de Brillouin, π : Hk → T n [2, 65].

En el caso de grafeno y los modelos que trataremos en este trabajo n = 2,
ya que son sistemas bidimensionales, y en concreto para el grafeno m = 1,
por lo que tendremos dos bandas, una banda de conducción y una banda de
valencia como se mostrará más adelante. El hamiltoniano de Bloch del grafeno
puede escribirse como

H(k) = −t


0

3∑
n=1

eik·δn

3∑
n=1

e−ik·δn 0

 , (2.2.20)
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donde el signo negativo del término de salto es debido a que en general el poten-
cial de interacción entre los orbitales atómicos es una interacción de Coulomb.
Al convertir las exponenciales complejas en funciones trigonométricas obtene-
mos

H(k) = −t
3∑

n=1

[(
0 cos(k · δn)

cos(k · δn) 0

)
−
(

0 −i sin(k · δn)
i sin(k · δn) 0

)]
.

(2.2.21)
Al factorizar los términos del interior de las matrices, se nota que los elementos
resultantes son las matrices de Pauli dadas por

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, (2.2.22)

por lo cual el hamiltoniano de Bloch se reescribe como

H(k) = −t
[

3∑
n=1

cos(k · δn) σx +
3∑

n=1

sin(k · δn) σy

]
. (2.2.23)

Una manera conveniente de expresar el hamiltoniano anterior es escribiendo

H(k) = λ(k) · σ, (2.2.24)

donde hemos definido λ(k) = (Re{f(k)}, Im{f(k)}) y σ = (σx, σy) es el vec-
tor de las matrices de Pauli. El término f(k) el factor de estuctura geométrico
definido en Ec. 2.2.15. Por otra parte, cabe mencionar que la Ec. 2.2.24 es-
tá expresada de esa forma por una razón fundamental. De hecho, cualquier
matriz hermitiana 2 × 2 puede escribirse en esa forma debido a que las tres
matrices de Pauli, junto con la identidad, forman una base del espacio vecto-
rial de matrices hermitianas 2× 2. Es decir, cualquier matriz hermitiana 2× 2
puede escribirse como una combinación lineal de estas cuatro matrices, con
coeficientes complejos adecuados. En este sentido, la Ec. 2.2.24 representa una
forma compacta de expresar una matriz hermitiana arbitraria.

En el hamiltoniano de Bloch, el vector λ(k) es de gran importancia para
describir la topología de los modelos, como veremos más adelante. En partí-
cular para el hamiltoniano del grafeno, Ec. 2.2.23, podemos definir el vector
unitario λ̂(k) = λ(k)/|λ(k)| que forma un mapeo del toro de Brillouin al
círculo unitario, λ̂ : T 2 → S1, véase Fig. 2.4 (a). Podemos reescribir λ(k) en
forma polar,

λ(k) = |f(k)|
(
cosφ(k)
sinφ(k)

)
, (2.2.25)

donde
tanφ(k) =

Im{f(k)}
Re{f(k)} . (2.2.26)

Debemos notar que la fase no está bien definida en los puntos K±, como se
muestra en la Fig. 2.4 (b), el campo vectorial en estos puntos diverge, por
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Figura 2.4 (a) Mapeo k → λ̂(k) = λ(k)/|λ(k)| entre el toro de Brillouin T 2, y el círculo
unitario S1. Cada punto en el círculo representa un pseudo-espinor del hamiltoniano de Bloch
del grafeno. (b) Fase φ(k) sobre la red recíproca, el hexagono negro respresenta la BZ y los
vectores respresentan el campo vectorial λ(k).

lo que estos puntos son evitados. La fase en la Ec. 2.2.26 tiene particular
relevancia para predecir estados de borde en sistemas finitos, en lo que se
llama correspondencia bulto-frontera [66].

A partir del hamiltoniano en Ec. 2.2.16, la ecuación de Schrödinger toma la
forma matricial H(k) |ψ(k)⟩ = E(k) |ψ(k)⟩. En el apéndice A, hemos resuelto
la ecuación de eigenvalor para un modelo general de dos bandas, por lo que la
relación de dispersión está dada por

Eη(k) = η|f(k)|, (2.2.27)

donde η = ± es un índice de bandas. Reemplazando el factor f(k) y desarro-
llando la expresión, la energía es

Eη(k) = η t
√
3 + 2 cos(k · a1) + 2 cos(k · a2) + 2 cos [k · (a1 − a2)]. (2.2.28)

Expresando explícitamente los vectores k, a1 y a2, se obtiene que la relación
de dispersión para el grafeno es

Eη(k) = η t

√√√√3 + 2 cos
(√

3kxa
)
+ 4 cos

(√
3

2
kxa

)
cos

(
3

2
kya

)
. (2.2.29)

En la Fig. 2.5 se muestra como las dos bandas π y π∗ se tocan en las esquinas
de la zona de Brillouin, por lo que Eη(K±) = 0, esto ocurre en el nivel de
Fermi, lo cual permite que el grafeno sea un semimetal, tambien llamado "Dirac
semimetal" en inglés. Cabe mencionar que la relación de dispersión 2.2.29 es
la típicamente mostrada en la literatura. Finalmente, las funciones de onda
o eigenestados para el grafeno, se pueden parametrizar en término del vector
λ̂(k), estos es

|ψη(k)⟩ =
1√
2

(
1

ηeiφ(k)

)
. (2.2.30)
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Figura 2.5 (a) Estructura de las bandas π del grafeno obtenidas a partir del modelo de amarre
fuerte a primeros vecinos. En la ampliación se muestra la relación de dispersión lineal alrededor
de uno de los puntos de Dirac. (b) Relación de dispersión 2.2.29 a través de un camino en la
primera zona de Brillouin, con t = 2.7 eV.

donde η = ± es el índice de banda. Las funciones de onda en la forma 2.2.30 son
conocidos como pseudo-espinores. La razón se debe a que el grafeno consiste
de dos subredes A y B, que juntas forman la red de panal de abeja. De tal
manera que, podemos ver a las dos subredes como dos grados de libertad, es
decir, el electrón puede tener una probabilidad de estar en la subred A y una
probabilidad de estar en la subred B. Así, esta base {|A⟩ , |B⟩} asemeja al caso
de la partícula de espín-1/2, donde un electrón puede estar con espín hacía
arriba |↑⟩, con espín hacía abajo |↓⟩, o cualquier superposición de estos. Por lo
tanto, a la base que consiste en los grados de libertad de la subred se denomina
pseudo-espin.

Una definición más precisa de pseudo-espín aparece en [67], donde definen
pseudo-espín como una superposición coherente de dos estados cuánticos que
se describen en términos de las matrices de Pauli, por ejemplo para espín-1/2
con σ = (σx, σy, σz). Sin embargo, es importante señalar que la naturaleza del
pseudo-espín es una propiedad del material, como el caso del grafeno que se
debe a la subred, y no es una propieda intrínseca del portador de carga como
lo es el espín.

2.3. Fermiones de Dirac sin masa

En la sección anterior, se describió el modelo general del grafeno, obteniendo
su energía y sus correspondientes funciones de onda. Esto se hizo considerando
toda la zona de Brillouin. Sin embargo, muchas de las propiedades físicas del
grafeno y otros materiales relacionados se estudian en regiones de baja ener-
gía [68]. En el grafeno, podemos usar una aproximación para describir lo que
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ocurre a bajas energías, lo que consiste en encontrar una expresión de la rela-
ción de dispersión para k en la vecindad de los puntos Kξ. Aquí, se introduce el
parámetro ξ = ± para denotar lo que se llama el índice de valle, que identifica
las expresiones correspondientes a los puntos K+ y K−, respectivamente. En
la Fig. 2.5, se observa cómo las bandas se tocan en dos puntos, y estos pun-
tos corresponden a las esquinas de la BZ. Las regiones lejos de estos puntos
corresponden a estados de alta energía.

A bajas energías, podemos expandir en serie de Taylor a primer orden el
hamiltoniano en la Ec. 2.2.24 alrededor de los puntos Kξ, esto es

H(k) ≈ H(Kξ) + (k−Kξ) · ∇kH(k)|k=Kξ
+O(k2). (2.3.1)

Nótese que el desarrollar en series de Taylor un hamiltoniano, o en general una
matriz, es equivalente a escribir en series de Taylor cada uno de sus elementos.
En el caso del grafeno, desarrollamos el término f(k) hasta primer orden, así

f(k) ≈ f(Kξ) + (k−Kξ) · ∇kf(k)|k=Kξ
. (2.3.2)

Dado que f(Kξ) = 0, entonces la serie se reduce a

fξ(k) = t(k−Kξ) ·
(

3∑
n=1

iδne
iKξ·δn

)
. (2.3.3)

Resulta conveniente definir el vector q = k−Kξ, tal que

fξ(q) = tq ·
(

3∑
n=1

iδne
iK±·δn

)
= q · it

[
δ1e

iKξ·δ1 + δ2e
iKξ·δ2 + δ3e

iKξ·δ3] . (2.3.4)

Dado que f(K±) = 0, entonces despejamos eiK±·δ3 = −
(
eiK±·δ1 + eiK±·δ2

)
y

remplazando en la ecuación anterior, obtenemos

f±(q) = q · it
[
δ1e

iKξ·δ1 + δ2e
iKξ·δ2 − δ3

(
eiKξ·δ1 + e−iKξ·δ2)]

= q · it
[
(δ1 − δ3)e

iKξ·δ1 + (δ2 − δ3)e
iKξ·δ2] . (2.3.5)

Utilizando la definición de los vectores de la red, a1 = δ1 − δ3, a2 = δ2 − δ3 y
sustituyendo los términos Kξ ·δ1 = ξ 2π

3
, Kξ ·δ2 = −ξ 2π

3
, entonces la expansión

nos queda como
fξ(q) = q · it

[
a1e

ξi 2π
3 + a2e

−ξi 2π
3

]
. (2.3.6)

Por último, expresando la parte compleja en su representación algebraica ob-
tenemos,

fξ(q) = ℏ
3t

2a
(ξqx − qyi), (2.3.7)

así, se recupera el siguiente hamiltoniano a bajas energías,

Hξ(q) = ℏvF
(

0 ξqx − qyi
ξqx + qyi 0

)
. (2.3.8)



Capítulo 2. Grafeno prístino 15

Un resultado muy importante en la ecuación anterior es la velocidad de Fer-
mi [13], vF = 3ta/2ℏ ≈ 106 m/s la cual es independiente de la energía o del
momento. Caso contrario ocurre con una partícula libre, donde la velocidad
depende del momento y la masa efectiva del electrón.

Por otro lado, de igual forma que el hamiltoniano de Bloch H(k), el ha-
miltoniano a bajas energías puede ser expresado en término de las matrices de
Pauli, esto es

Hξ(q) = vF p · σξ, (2.3.9)

donde p = ℏq es el momento relativo a los puntos Kξ, y σ = (ξσx, σy).
Mediante la ecuación de eigenvalor Hξ(q) |Ψξ(q)⟩ = Eξ(q) |Ψξ(q)⟩, la relación
de dispersión bajas energías esta dada por

Eη(q) = ηℏvF |q|, (2.3.10)

y las funciones de onda como

∣∣Ψξ
η(q)

〉
=

1√
2

(
1

ηeiξθq

)
, (2.3.11)

donde θq = tan−1(qy/qx) es el ángulo azimutal en el espacio de momento.
Por otro lado, a partir de la relación de dispersión en la ecuación 2.3.10,

podría interpretarse una aparente contradicción con la definición de masa efec-
tiva, la cual se define como:

meff = ℏ2
(
∂2E(k)

∂k2

)−1

(2.3.12)

Al aplicar esta definición a la relación de dispersión lineal que se obtiene, la
masa efectiva diverge. Aunque, es importante tener en cuenta que la defini-
ción anterior solo es aplicable para partículas cuya relación de dispersión es
parabólica, como una partícula libre no relativista, mientras que, en el caso
del grafeno prístino, la relación de dispersión es lineal. Para solucionar esto,
debemos redefinir la masa efectiva para casos no parabólicos. Recordemos que
la definición del momento de una partícula está dada por:

p = ℏk = meffvg (2.3.13)

donde vg es la velocidad de grupo, definida como:

vg =
1

ℏ
∂E(k)

∂k
(2.3.14)

Así, para el caso del grafeno a bajas energías, donde k → q, podemos definir
la masa efectiva:

meff = ℏ2q
(
∂E(q)

∂q

)−1

⇒ mη
eff = η

ℏq
vF
, (2.3.15)
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donde η es el índice de valle y vF es la velocidad de Fermi del grafeno. Para
q = 0 (k = Kξ), la masa efectiva es cero. Por lo tanto, alrededor de los puntos
de Dirac, los electrones en el grafeno se comportan como partículas sin masa.

Es importante mencionar que la relación de dispersión en Ec. 2.3.10 es
muy similar a la correspondiente a particulas ultrarelativistas, las cuales son
descritas por un hamiltoniano de Dirac para fermiones sin masa [25]. Esto
implica que en la vecindad de las seis esquinas de la primera zona de Brillouin,
los electrones en el grafeno se comportan como fermiones relativistas sin masa,
descritos por la ecuación de Dirac [12]. Esto último, es la razon del nombre de
puntos de Dirac a los puntos K+ y K−.

No obstante, también podemos tener una análogo de la ecuación de Dirac
completa, esto se obtiene considerando el valle Kξ como un grado de libertad.
Ambos valles se tratan por separado y es completamente válido, pero tam-
bién podemos compactar ambos valles en una sola expresión y reescribir el
hamiltoniano completo a bajas energías como

H(q) =

(
vFp · σ+ 0

0 vFp · σ−

)
. (2.3.16)

Este hamiltoniano describe a los electrones en grafeno a bajas energías y es
bastante similar al hamiltoniano de Dirac, con la diferencia que la velocidad de
Fermi es remplazada por la velocidad de la luz. Además, haciendo la analogía
con la mecánica cuántica relativista, las matrices de Pauli en este caso no
operan sobre el espín, sino sobre el grado de libertad asociado a las subredes
A, B, y los valles Kξ, a esto se le llama pseudo-espín [67, 69]. Otra analogía es el
índice de banda η = ±, que denota el tipo de partícula, tal que un portador de
carga en la banda de conducción (+) se comporta como partícula, mientras que
uno en la banda de valencia (−) se comporta como antipartícula, comúnmente
conocida como hueco.

Debido a las propiedades únicas del grafeno, en los últimos años se ha
aumentado la búsqueda de otros sistemas en donde los electrones se comportan
como fermiones de Dirac sin masa. Esta clase de sistemas, son conocidos como
sistemas de Dirac, o materiales de Dirac [27].

2.4. Simetrías discretas del grafeno

En física, las simetrías juegan un papel fundamental debido al teorema de
Noether, que establece una relación directa entre las simetrías y las cantidades
conservadas [70]. Además, las simetrías son una herramienta importante para
la clasificación de los fenómenos físicos, por ejemplo, en la teoría Landau-
Ginzburg-Wilson la ruptura espontánea de simetrías es un referente para la
clasificación de los diferentes estados de la materia [35, 36]. A partir de los años
80, con el descubrimiento de nuevas fases de la materia [38, 41, 48], conocidas
actualmente como fases topológicas [71, 72], la topología y la geometría de
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las funciones de onda se han convertido en una herramienta crucial para la
clasificación de materiales [73, 74]. En estas fases, la presencia o ausencia de
ciertas simetrías es fundamental para su clasificación [73–77].

Una simetría en un sistema físico es una propiedad que no cambia bajo
una transformación, ya sea continua o discreta. En específico, en mecánica
cuántica se dice que un hamiltoniano H poseé una simetría representada por
un operador unitario o anti-unitario U si

UHU † = H, ⇒ [H,U ] = 0. (2.4.1)

donde U actúa en el espacio de Fock del sistema.
Los hamiltonianos de sistemas no interactuantes de 2m-bandas (m = 1

para grafeno), como los que hemos estado tratando, pueden escribirse en la
base de Fourier como

H =
∑
k∈BZ

Ψ†
kH(k)Ψk. (2.4.2)

donde H(k) ∈ C2m×2m y Ψk ∈ C2m. Este tipo de hamiltonianos pueden clasi-
ficarse en base a la ausencia o presencia de tres simetrías: inversión temporal
(T ), agujero-partícula (P) y quiralidad (S) [73, 74]. No obstante, también
consideraremos la inversión espacial (I), también llamada paridad, la cual es
importante en la descripción física del grafeno.

A continuación describiremos las simetrías antes mencionadas y las con-
diciones necesarias que debe tener H(k) para presentar dichas simetrías. En
concreto, en el apéndice B se muestra el desarrollo para encontrar las condi-
ciones que debe tener el vector λ(k) de un hamiltoniano de dos bandas para
presentar estas simetrías.

Simetría de inversión temporal

La simetría de inversión temporal es una propiedad fundamental de un
sistema asociado con la invarianza del hamiltoniano con respecto a la trans-
formación de inversión temporal, T : t → −t. En general T puede expresarse
como el producto de un operador unitario Ut y el operador complejo conjugado
K,

T = UtK, (2.4.3)

donde U †
t = U−1

t , por lo que T es un operador anti-unitario. Al aplicar el
operador dos veces debe dejar el sistema invariante, en consecuencia tenemos
que T 2 = ±1, donde T 2 = 1 corresponde a fermiones sin espín y T 2 = −1
para fermiones con espín.

Así, podemos aplicar la transformación de inversión temporal a los opera-
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dores de campo, esto es

T Ψ(k)T −1 =
1√
N

∑
r

[T e−ik·rT −1][T ΨrT −1]

=
1√
N

∑
r

eik·r[UtΨr]

= UtΨ−k.

(2.4.4)

Por lo que, al aplicar a un hamiltoniano de fermiones sin espín expresado en
el espacio-k tenemos

T HT −1 =
∑
k∈BZ

[T Ψ†
kT −1][T H(k)T −1][T ΨkT −1]

=
∑
k∈BZ

Ψ†
k[U

†
tH∗(−k)Ut]Ψk.

(2.4.5)

Por lo tanto el hamiltoniano es invariante bajo inversión temporal si se cumple
que

[H, T ] = 0, ⇒ U †
tH∗(−k)Ut = H(k), (2.4.6)

esto implica que H∗(k) = H(−k).
En el grafeno prístino se satisface la simetría de inversión temporal, como

muestra el apéndice B, un hamiltoniano de dos bandas como el de grafeno
prístino, es invariante ante inversión temporal si

λx(k) = λx(−k) y λy(k) = −λy(−k). (2.4.7)

Esto de forma evidente se cumple en grafeno prístino, Ec. 2.2.25, porque
λx(k) = Re{f(k)} es función par, mientras que λy(k) = Im{f(k)} es fun-
ción impar, por lo que se cumplen las condiciones anteriores.

Simetría agujero-partícula

Otra simetría que juega un rol importante es la simetría de agujero-partícula,
o llamada conjugación de carga en física de altas energías, que expresa la sime-
tría entre partículas y anti-partículas. En la física de la materia condensada, la
simetría agujero-partícula surge como simetría entre electrones, estados ocu-
pados, y huecos, estados vacíos. El operador agujero-partícula P , al igual que
el operador de inversión temporal, es un operador anti-unitario, por lo que
puede ser escrito como

P = UcK (2.4.8)

donde U †
c = U−1

c . Además P2 = ±1, donde comunmente P2 = −1 aparece en
hamiltonianos de Bogoliuvob-Gennes en superconductores [73].

La conjugación de carga de un electrón de momento k en la banda de
conducción es un hueco de momento −k en la banda de valencia. Al aplicar el
operador P a los operadores de campo, tenemos que

PΨ†
kP−1 = UcΨ−k (2.4.9)
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Entonces al aplicar a un hamiltoniano en el espacio-k obtenemos

PHP−1 =
∑
k∈BZ

[PΨ†
kP−1][PH(k)P−1][PΨkP−1]

=
∑
k∈BZ

[UcΨ−k][H∗(k)][U∗
cΨ

†
−k]

= −
∑
k∈BZ

Ψ†
k[U

†
cH∗(−k)Uc]Ψk.

(2.4.10)

Por lo tanto el hamiltoniano tiene simetría agujero partícula si se cumple que

[H, T ] = 0, ⇒ U †
cH∗(−k)Uc = −H(k), (2.4.11)

donde para un hamiltoniano de dos bandas, Uc = σz, entonces la condición es
σzH∗(k)σz = −H(−k).

En el caso de grafeno prístino se satisface la simetría agujero-partícula, un
hamiltoniano de dos bandas es invariante agujero-partícula si

λx(k) = λx(−k) y λy(k) = −λy(−k). (2.4.12)

Se mencionó anteriormente, en grafeno prístino λx(k) = Re{f(k)} y λy(k) =
Im{f(k)} son funciones par e impar respectivamente, por lo que cumplen las
condiciones anteriores.

Simetría quiral

Cuando el hamiltoniano tiene tanto simetría de inversión temporal como
simetría agujero partícula, el producto S = T · P se conoce como operador
quiral. Este operador actúa sobre el operador de campo como

SΨ†
kS−1 = UsΨk (2.4.13)

donde Us = UcUt. Combinando las condiciones de inversion temporal y agujero
partícula se obtiene que el hamiltoniano es invariante si,

U †
sH(k)Us = −H(k), ⇒ {H(k), Us} = 0 (2.4.14)

En el caso del grafeno prístino, es evidente que la simetría quiral está
presente porque los elementos λ0(k) = 0 y λz(k) = 0. La ausencia de este
último elemento trae consigo consecuencias importantes, como veremos más
adelante.

Simetría de inversión espacial

La transformación de inversión espacial o transformación de paridad es el
operador unitario UI que actúa como I : r → −r, esto implica también revertir
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el momento. Al aplicar dos veces el operador devuelve la configuración inicial,
I2 = 1.

Sobre los operadores de campo, este operador actúa de la siguiente manera

IΨkI−1 =
1√
N

∑
r

[Ie−ik·rI−1][IΨrI−1]

=
1√
N

∑
r

eik·r[UIΨr]

= UIΨ−k.

(2.4.15)

Y al aplicar el operador a un hamiltoniano en el espacio de momentos, entonces

IHI−1 =
∑
k∈BZ

[IΨ†
kI−1][IH(k)I−1][IΨkI−1]

=
∑
k∈BZ

Ψ†
k[U

†
IH(−k)UI ]Ψk.

(2.4.16)

Así, el hamiltoniano es invariante bajo inversión espacial si se cumple que

[H, T ] = 0, ⇒ U †
IH(−k)UI = H(k), (2.4.17)

donde para un hamiltoniano de dos bandas, Uc = σx, entonces la condición es
σxH(k)σx = H(−k).

La simetría de inversión espacial se cumple en grafeno prístino, un hamil-
toniano de dos bandas es invariante espacial si

λx(k) = λx(−k) y λy(k) = −λy(−k). (2.4.18)

Y sabemos que en ese caso si se cumple, ya que λx(k) y λy(k) son funciones
par e impar respectivamente. Además, es fácil notar que esto se cumple porque
aplicar el operador de inversión espacial al grafeno es equivalente a intercambiar
los sitios A y B. Dado que ambos sitios son idénticos, entonces esta simetría
se preserva.

2.4.1. Protección de los puntos de Dirac

En esta sección, mostraremos con simples argumentos de simetría cómo
es que la degeneración de las bandas de grafeno en los conos de Dirac existe
de forma natural. Consideremos un modelo de dos bandas y supongamos que
modificamos el hamiltoniano que las origina para determinar lo que ocurre con
la degeneración. Para nuestro sistema, hay al menos cuatro posibles cambios
relacionados con las combinaciones de matrices de Pauli σx, σy, σz y la matriz
identidad σ0.

Si modificamos el hamiltoniano agregándole múltiplos de la matriz iden-
tidad, esto sería equivalente a introducir energías de sitio, lo que daría como
resultado un desplazamiento uniforme de las bandas en el eje de energías. Por
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otro lado, las matrices σx y σy desplazarán las bandas de tal manera que la
degeneración se mueva a otro punto en la primera zona de Brillouin. Solamente
el término σz rompe la degeneración y separaría las bandas en los puntos de
Dirac. Sin embargo, en el caso del grafeno prístino, la presencia de simetrías
de inversión y de tiempo prohíben la aparición de este término.

Para demostrar lo anterior, consideremos el siguiente hamiltoniano de 2×2
(véase apéndice A) dado por

H(k) = λ(k) · σ, (2.4.19)

donde λ(k) = {λx(k), λy(k), λz(k)} y σ = (σx, σy, σz) es el vector de las
matrices de Pauli. La condición de simetría de inversión sobre el vector λ(k)
se expresa como

λx(k) = λx(−k), λy(k) = −λy(−k), λz(k) = −λz(−k), (2.4.20)

que sabemos se satisface en el grafeno prístino debido a que podemos inter-
cambiar los sitios A y B. Por otra parte, la inversión temporal tiene como
condición que

λx(k) = λx(−k), λy(k) = −λy(−k), λz(k) = λz(−k), (2.4.21)

que también se satisface en grafeno prístino por que podemos movernos de
un cono de Dirac a otro sin cambios. Al considerar la combinación de ambas
simetrías, T I, entonces viene dada por

λx(k) = λx(k), λy(k) = λy(k), λz(−k) = −λz(−k). (2.4.22)

Por lo tanto, la única manera que esto se cumpla es que λz(k) = 0 para toda
k. Es decir, la existencia de ambas simetrías, inversión temporal e inversión
espacial, hacen que el término λz(k) sea cero y por tanto prohíben que el
término σz se encuentre. Este es un resultado fundamental en la física del
grafeno. Ya que nos indica que si logramos encontrar un mecanismo físico que
introduzca un término σz en el hamiltoniano, entonces podríamos convertir
el grafeno en un aislante o un semiconductor. Un mecanismo de este tipo se
desarrolla en la siguiente sección.



3
Modelos topológicos en grafeno

3.1. Grafeno con masa

En el capítulo anterior se demostró que la simetría de T I (la cual combina
la inversión temporal T y la inversión espacial I) protege la brecha de energía
en un sistema prístino. Una manera sencilla de abrir una brecha de energía
en una red hexagonal es mediante la introducción de energías de sitio m y
−m en los sitios A y B, respectivamente. Un ejemplo de material descrito por
esta red es el nitruro de boro hexagonal (h-BN)[78], el cual está compuesto
por átomos de nitrógeno y boro organizados en una estructura de panal de
abeja. La diferencia en las energías de sitio entre los sitios atómicos genera
una brecha de energía de aproximadamente ∼ 6 eV[79], convirtiendo a este
material en un aislante. Un efecto similar se puede lograr al colocar grafeno
sobre un sustrato [80–82].

Asumiendo la misma configuración de orbitales que en grafeno prístino en
Ec. 2.2.6, pero considerando diferentes energías de sitio εA = m y εB = −m,
tenemos que

H = m
∑
i

a†iai −m
∑
j

b†jbj − t
∑
⟨ij⟩

(a†ibj + b†jai). (3.1.1)

El índice i recorre la subred A, es decir los sitios r = na1 +ma2, con n,m ∈ Z

y el índice j recorre los primeros vecinos δn, con n = 1, 2, 3, de cada sitio A.
En términos de estos nuevos índices el hamiltoniano toma la forma

H = m
∑
r

a†rar −m
∑
r

b†r+δ3
br+δ3 − t

∑
r

3∑
n=1

a†rbr+δn + H.c.,

= m
∑
r

(a†rar − b†r+δ3
br+δ3)− t

∑
r

3∑
n=1

a†rbr+δn + H.c..

(3.1.2)

donde m ̸= 0. Para m = 0 se recupera el hamiltoniano del grafeno prístino.
Además, es conveniente señalar que los operadores de creación y aniquilación

22
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Figura 3.1 Estructura de bandas electrónicas del grafeno con masa. Las líneas sólidas rojas
corresponden al caso donde m ̸= 0 y las líneas punteadas grises corresponden al caso m = 0 eV,
en ambos casos se considera el término de salto t = 1 eV.

correspondientes a los sitios B en las energías de sitio solamente depende de
los sitios r + δ3 y no de los sitios r + δn, esto se hace para evitar un doble
conteo.

Repetimos el mismo proceso que en grafeno prístino para expresar el ha-
miltoniano en el espacio-k, por lo cual

H =
∑
k

[a†kmak − b†kmbk + a†kf(k)bk + b†kf
†(k)ak],

=
∑
k

(
a†k b†k

)( m f(k)
f †(k) −m

)(
ak
bk

)
,

(3.1.3)

es el hamiltoniano en la base de espinores. Por lo que la matriz a diagonalizar
se reescribe como

H(k) =

(
m f(k)

f †(k) −m

)
. (3.1.4)

A diferencia del grafeno prístino tenemos las energías de sitio distintas de cero
y con signos opuestos, esto implica que debemos agregar una matriz σz, esto
es

H(k) = λ(k) · σ, (3.1.5)

donde el vector λ(k) = (Re f(k), Im f(k),m) ∈ R3−{0} y σ = (σx, σy, σz) es
el vector de las tres matrices de Pauli. Nótese que en la ecuación anterior, el tér-
mino matricial σz ha cambiado las simetrías del sistema prístino. Por ejemplo,
es muy sencillo demostrar que la inversión temporal, Ec. 2.4.21, se preser-
va. Por otro lado, si analizamos la simetría de inversión espacial, Ec. 2.4.20,
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encontramos que las igualdades

λx(k) = λx(−k), λy(k) = −λy(−k), λz(k) = −λz(−k), (3.1.6)

no se cumplen simultáneamente, ya que el término λz(k) = m, es constante.
De esta manera, la presencia de un término σz produce una ruptura de la
inversión espacial, y como consecuencia, aparece una brecha de energía en los
puntos de Dirac tal como se muestra en la Fig. 3.1.

Por otra parte, la estructura electrónica de bandas se recupera al resolver
el problema de eigenvalores. La relación de dispersión para este sistema es de
la forma

Eη(k) = η |λ(k)| = η
√
m2 + |f(k)|2, (3.1.7)

y sus correspondientes eigenvectores (o valores propios),

|Ψη(k)⟩ =
1√

2λ(k)(λ(k) + ηm)

(
m+ ηλ(k)

f(k)

)
, (3.1.8)

donde λ(k) = |λ(k)| y η = ± es el índice de banda, donde cada signo, ±, indica
si la banda es de valencia o conducción. Si remplazamos el factor f(k) en la
Ec. 3.1.7 y desarrollamos la expresión, la relación de dispersión se transforma
en

Eη(k) = η
√
m2 + t2[3 + 2 cos(k · a1) + 2 cos(k · a2) + 2 cos(k · (a1 − a2))].

(3.1.9)
También podemos escribir la energía expresando de manera explícita el vector
k = (kx, ky), esto es

Eη(k) = η

√√√√m2 + t2

[
3 + 2 cos

(√
3kxa

)
+ 4 cos

(√
3

2
kxa

)
cos

(
3

2
kya

)]
.

(3.1.10)
En la ecuación anterior, si observamos lo que ocurre en los puntos de Dirac,
es claro que la energía no se anula como en el sistema pristino. Por lo tanto,
tendremos una brecha de energía determinada por

∆E(Kξ) = E+(Kξ)− E−(Kξ) = 2|m|. (3.1.11)

En la Fig. 3.1 se muestra la relación de dispersión para diferentes valores de
m, se observa que las bandas se separan en los puntos de Dirac al modificar el
valor de m. En esta situación, se dice que los electrones adquieren una masa,
debido al término σz, que modifica la relación de dispersión alrededor de los
puntos de Dirac.

3.1.1. Singularidades y transiciones continuas

Si existen puntos de degeneración, es posible la aparición de singularidades
en la definición de los eigenestados, indicando así la no trivialidad del fibrado



Capítulo 3. Modelos topológicos en grafeno 25

Figura 3.2 Mapeo k → λ̂(k) = λ(k)/|λ(k)| entre el toro de Brillouin T 2, y la esfera de Bloch
S2. Cada punto en la esfera de Bloch representa un pseudo-espinor del hamiltoniano H(k).
Adaptada de [2]

vectorial. Esto afecta a la fase de las funciones de onda, provocando que el
sistema presente transiciones de fase topológicas [44].

Los eigenestados mostrados en la Ec. 3.1.8 son singulares siempre que
λ(k) = −ηm. En los puntos de Dirac, tenemos que λ(Kξ) = |m|, por lo que si
m < 0 el eigenestado asociado a la banda de conducción (η = +) es singular,
mientras que si m > 0 el eigenestado asociado a la banda de valencia (η = −)
también es singular. Para tratar estas singulares, primero debemos definir el
vector λ̂(k) = λ(k)/λ(k) y expresarlo en coordenadas esféricas, es decir

λ̂(k) =

sin θk sinφk

sin θk cosφk

cosφk

 , (3.1.12)

con

θk = arc cos

(
λz(k)

λ(k)

)
y φk = arctan

(
λy(k)

λx(k)

)
, (3.1.13)

Así, podemos expresar los pseudo-espinores parametrizados por el vector λ̂,

|ψ+(k)⟩ =
(

cos θk
2

sin θk
2
eiφk

)
y |ψ−(k)⟩ =

(
− sin θk

2

cos θk
2
eiφk

)
. (3.1.14)

El vector λ̂ hace un mapeo del toro de Brillouin T 2 a la esfera unitaria S2,
o esfera de Bloch [65]. Como se muestra en la Fig. 3.2, para cada k existe
un punto λ̂(k) en la esfera de Bloch que parametriza a un pseudo-espinor
del hamiltoniano H(k). Por lo tanto, no podemos definir los eigenestados de
manera continua en la esfera de Bloch. Esto es equivalente a decir que, en
analogía al teorema de la bola peluda [83], es imposible definir un fibrado
vectorial continuo que cubra toda la esfera [65].
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Sin embargo, podemos proceder a definir dos eigenestados para cada ban-
da, uno que cubra el hemisferio norte de la esfera UN y otro que cubra el
hemisferio sur de la esfera US [65, 84], esto se debe a que las singularidades
se presentan con el cambio de signo de m, aunque en general es fácil observar
que se presentan con el cambio de signo de la componente λz(k), siempre que
λx(k) = λy(k) = 0. En el límite cuando k → Kξ tenemos que θk → π si m < 0
y θk → 0 si m > 0, por lo tanto, los eigenestados son

|ψ+(Kξ)⟩ →
(

0
eiφk

)
y |ψ−(Kξ)⟩ →

(
−1
0

)
, si m < 0,

|ψ+(Kξ)⟩ →
(
1
0

)
y |ψ−(Kξ)⟩ →

(
0
eiφk

)
, si m > 0,

(3.1.15)

donde φk es una fase mal definida. Esto quiere decir que el ĺımk→Kξ
φk no

existe y por tanto k = Kξ es una singularidad. Mediante una serie de Laurent
es posible demostrar k = Kξ es una singularidad irremovible.

Es conveniente realizar una transformación gauge, que básicamente es mul-
tiplicar por una fase eiφk los eigenestados de una manera adecuada, evitando
tener singularidades y definiendo los eigenestados para toda la zona de Bri-
llouin. De modo que se recupera lo siguiente∣∣ψN

+ (k)
〉
=

(
cos θk

2

sin θk
2
eiφk

)
y

∣∣ψS
+(k)

〉
=

(
e−iφk cos θk

2

sin θk
2

)
,

∣∣ψN
− (k)

〉
=

(
−e−iφk sin θk

2

cos θk
2

)
y

∣∣ψS
−(k)

〉
=

(
− sin θk

2

cos θk
2
eiφk

)
,

(3.1.16)

donde los índices N y S corresponde al hemisferio UN y US respectivamente.
Con base en la forma de los eigenestados de Ec. 3.1.16, podemos definir

la función de transición ft = eiφk que permite movernos entre los hemisferios
realizando un cambio de fase en el ecuador (θk = π

2
), mediante las siguientes

relaciones∣∣ψN
+ (k)

〉
= ft

∣∣ψS
+(k)

〉
y

∣∣ψS
−(k)

〉
= ft

∣∣ψN
− (k)

〉
. (3.1.17)

La imposibilidad de definir los estados propios (eigenestados) de manera
continua en toda la esfera de Bloch, indica la no trivialidad del fibrado vec-
torial T 2 → S2. De tal manera que, para describir un fibrado vectorial, se
requieren dos trivializaciones: UN y US. El cambio de una trivialización a otra
se acompaña de una fase no dinámica, que en este caso se conoce como función
de transición ft. En el modelo de grafeno con masa, la función de transición
implica un cambio de signo de m, lo que resulta en un punto donde se cierra la
brecha de energía. Este cierre está íntimamente relacionado con una transición
de fase topológica [2, 85]. Para este modelo solo podemos encontrarnos en una
de las trivializaciones debido a que el término de masa es constante. No obs-
tante, tal como se mostrará más adelante, en otros sistemas mas complejos el
cierre y la apertura de la brecha de energía va acompañada de una transición
entre fases de diferente naturaleza.
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3.1.2. Fermiones de Dirac con masa

Para el estudio a bajas energías en grafeno con masa, se procede de manera
similar al tratamiento utilizado para grafeno prístino en el capítulo anterior.
El hamiltoniano del grafeno con masa, difiere por la matriz mσz, con respecto
al del grafeno prístino,

H(k) =

(
0 f(k)

f †(k) 0

)
+

(
m 0
0 −m

)
,

= HG(k) +Hm,

(3.1.18)

donde HG(k) es el hamiltoniano de grafeno prístino, Ec. 2.2.24 y Hm = mσz.
Dado que Hm es una matriz constante, al realizar la expansión en serie de
Taylor a primer orden en la ecuación anterior, Ec. 2.3.2, obtenemos el siguiente
hamiltoniano a bajas energías

Hξ(p) = vF p · σξ +mσz, (3.1.19)

donde p = ℏq = ℏ(k − Kξ) es el momento relativo a los punto Kξ y σξ =
(ξσx, σy). Resolviendo la ecuación de eigenvalor, la relación de dispersión lineal
a bajas energías es

Eξ
η(q) = η

√
ℏ2v2F |q|2 +m2 (3.1.20)

y sus correspondientes funciones de onda,

∣∣ψξ
η(q)

〉
=

1√
2λξ(q)

(
e−iξφq/2

√
λξ(q) + ηm

ηeiξφq/2
√
λξ(q)− ηm

)
, (3.1.21)

donde 2λξ(q) = Eξ
+(q)− Eξ

−(q) y φq = tan−1(qy/qx) es el ángulo azimutal en
el espacio de momento. Por otro lado, aplicando la Ec. 2.3.15 a la relación de
dispersión Ec. 3.1.20, podemos encontrar la masa efectiva en este sistema, esto
es

meff =

√
ℏ2v2F q2 +m2

v2F
. (3.1.22)

Para q = 0 (k = Kξ) la masa efectiva está dada como

meff =
|m|
v2F

. (3.1.23)

A diferencia del grafeno prístino, en este modelo encontramos que alrededor
de los puntos de Dirac los electrones se comportan como partículas relativistas
masivas. En base a esta analogía, tenemos que m juega el rol de energía de
reposo y por lo tanto meff es la masa en reposo. Sustituyendo en la relación de
dispersión tenemos que

Eξ
η(q) = η

√
ℏ2v2F |q|2 +m2

effv
4
F . (3.1.24)
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Figura 3.3 (a) Estructura de bandas de grafeno prístino alrededor de los puntos de Dirac,
donde los electrones se comportan como particulas sin masa y por tanto no hay una brecha
de energía. (b) Estructura de bandas de grafeno con masa alrededor de los puntos de Dirac,
donde la masa que adquieren los electrones provoca una brecha de energía.

Así, la relación de dispersión anterior, que describe a los portadores de carga a
bajas energías, es un análogo al correspondiente de partículas relativistas con
masa. Esto justifica el nombre de grafeno con masa.

En un trabajo alterno, Hunt y colaboradores mostraron que al colocar
grafeno sobre un sustrato de nitruro de boro hexagonal (h-BN), las propiedades
electrónicas del grafeno eran modificadas. Encontraron que el sustrato induce
un término de masa y una brecha de energía de ∼ 30 meV [86]. Por lo tanto,
si los electrones desarrollan una masa, entonces esto implica la existencia de
una brecha de energía (véase Fig. 3.3), dada por

Eb = 2|m| = 2meff v
2
F . (3.1.25)

De acuerdo con nuestra analogía con partículas relativistas en el hamiltoniano
de Dirac del grafeno, esta energía es la necesaria para crear un electrón y un
hueco (partícula y antipartícula) [85].

Por último, es posible modificar el hamiltoniano de Dirac, Ec. 3.1.19, tal
que, en lugar de la masa ordinaria, se introduce un término mξ dependiente
del valle,

Hξ(p) = vF p · σξ +mξσz. (3.1.26)

Lo anterior permite tener un control sobre las simetrías del sistema, tal que
términos de masa distintas, m+ ̸= m−, da como consecuencia el rompimiento
de la simetría de inversión temporal. En esta representación, dependiendo del
valor de la masa en cada valle y entre valles podemos romper la simetría de
inversión, la simetría de inversión temporal o ambas. El término mξ se puede
justificar de varias maneras, tal como veremos en la siguiente sección.



Capítulo 3. Modelos topológicos en grafeno 29

3.2. Modelo de Haldane

La resistencia Hall es un fenómeno que ocurre cuando un material conduc-
tor se encuentra bajo la influencia de un campo magnético externo aplicado en
una dirección perpendicular al plano donde se encuentra el material. La inter-
acción de los electrones en movimiento con el campo magnético produce una
deflexión perpendicular a su dirección original, debido a la fuerza de Lorentz.
Esto tiene como efecto la aparición de una corriente conocida como corriente
Hall, que se comporta linealmente con la intensidad del campo magnético.

En 1980, Von Klitzing y sus colaboradores descubrieron una nueva forma de
resistencia Hall conocida como el efecto Hall cuántico entero (IQHE). En vez
de la típica resistencia lineal, la resistencia Hall presentaba una conductividad
escalonada, y se encontró que la posición de los escalones coincidía con un valor
de conductividad múltiplo de valores enteros [38]. En 1982, Thouless, Kohmto,
Nightingaley y Nijs (TKNN) demostraron que este número entero estaba aso-
ciado con un invariante topológico llamado primer número de Chern [41]. Este
número se relaciona intrínsecamente con los estados de borde en materiales
finitos, lo que dio lugar al surgimiento de los aislantes topológicos, los cuales
son materiales finitos caracterizados por ser aislantes en el bulto y conductores
en los bordes.

El modelo TKNN requiere la presencia de un campo magnético perpendi-
cular, sin embargo, en 1988, F.D. Haldane propuso un modelo en una red de
grafeno similar a este modelo, pero que rompía ambas simetrías de inversión
espacial y temporal sin necesidad de un campo magnético externo [48, 87].
Para comenzar, Haldane considera el modelo de grafeno con masa, que para
entonces por el trabajo de Semenoff [78] se sabía que poseía una brecha de
energía. Para romper la inversión temporal, en vez de introducir directamen-
te un campo magnético, Haldane encontró que era suficiente añadir una fase
compleja no dependiente del momento k. En el contexto de la aproximación de
amarre fuerte, es suficiente con introducir una fase a los parámetros de salto,
denominada fase de Peierls [88] y está dada por

tij → tije
i eℏϕij , donde ϕij =

∫ j

i

A(r) · dr, (3.2.1)

donde A(r) el vector potencial. La idea de Haldane es introducir al grafeno
con masa un flujo magnético a través del vector potencial, de tal manera que el
campo magnético efectivo en el sistema se anule. Esto se logra si consideramos
que el flujo magnético a través de una celda unitaria sea cero. Esto implica
tener un hamiltoniano de la forma

H = m
∑
i

a†iai −m
∑
j

b†jbj −

t∑
⟨ij⟩

a†ibj + t′
∑
⟨⟨ij⟩⟩

eiνijϕ(a†iaj + b†ibj) + H.c.

 ,
(3.2.2)
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Figura 3.4 (a) Patrón de saltos definido por Haldane. Las flechas (rojas y azules) circulan
en el sentido de las agujas del reloj alrededor del centro de cada hexágono de átomos de
carbono. Los vectores b1,b2 y b3 conectan cada sitio A (o B) con sus segundos vecinos.
(b) Definición del índice νij que corresponde al signo de la fase. (c) Representación de celda
unitaria (paralelogramo) con los saltos a segundos vecinos (flechas rojas). El flujo global a
través de dicha celda unitaria es cero.

donde t′ ̸= 0 es el parámetro de salto a segundos vecinos, ϕ es la fase de
Aharonov–Bohm que adquieren los electrones [65, 89]. El índice νij se define
conforme al patrón de saltos seleccionados1, Fig. 3.4 (a), esto es

νij =
δlj × δil

|δlj × δil|
· êz (3.2.3)

donde l es el primer vecino común del sitio i y del sitio j. En la Fig. 3.4 (b)
se muestra un ejemplo, donde tenemos que δlj = δ3, mientras que δil = −δ2

para el sitio de la izquierda y δil = −δ1 para el sitio de la derecha. En esta
situación, el término de Haldane es la interacción a segundos vecinos de tal
manera que el salto entre ellos implica un cambio de fase. Este cambio de fase
es tal que la contribución de ambas subredes al flujo total interno sea cero,
Fig. 3.4 (c).

El vector potencial puede relacionarse, mediante las ecuaciones de Maxwell,
con un campo magnético interno, por lo que a este tipo de campos se les
conoce como campos pseudo-magnéticos. Análogamente a la definición hecha de
pseudo-espinor en la sección 2.3, podemos definir un campo pseudo-magnético
como una cantidad que provoca en los portadores de carga un comportamiento

1De forma sencilla, este índice es negativo a favor de las manecillas del reloj y positivo
en caso contrario.
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similar al que ocasiona un campo magnético. Por ejemplo, un campo pseudo-
magnético aparece en las deformaciones de redes cristalinas mediante tensiones
uniformes [90–92].

En la Ec. 3.2.2 la interacción a segundo vecinos solamente es entre átomos
de la misma subred y los vectores que conectan estos sitios están dados por

µ1 = δ2 − δ3, µ2 = δ3 − δ1, µ3 = δ1 − δ2. (3.2.4)

que se pueden expresar de forma más general como µi =
1
2
εijk(δj − δk), con

i = 1, 2, 3 y εijk el tensor de Levi-Civita. Como mencionamos antes, los saltos
a segundos vecinos son definidos por un patrón en específico, como se muestra
en la Fig. 3.4. Por lo tanto, el modelo de Haldane está dado como

H = m
∑
rA

a†rAarA −m
∑
rB

b†rBbrB − t
∑
rA

3∑
n=1

(a†rAbrA+δn + b†rA+δn
arA)−

− t′
[

3∑
n=1

(∑
rA

a†rAarA+µn
eiϕ +

∑
rB

b†rBbrB+µn
e−iϕ

)
+ H.c.

]
.

(3.2.5)
donde la fase ϕ la restringimos al intervalo [−π, π] y donde rA ≡ r y rB = r+δ3

corresponden a la posición de los sitios A y B respectivamente. Procedemos
como en las secciones anteriores para obtener el hamiltoniano en el espacio-k
dado por,

H =
∑
k

{
a†kmak − b†kmbk +

[
a†kf(k)bk + a†kh(k)e

iϕak + b†kh(k)e
−iϕbk + H.c.

]}
,

(3.2.6)
donde para simplificar hemos definimos el factor de estructura a segundos
vecinos

h(k) = −t′
3∑

n=1

eik·µn . (3.2.7)

Así, en forma matricial el hamiltoniano se escribe como

H =
∑
k

(
a†k b†k

)(eiϕh(k) + e−iϕh†(k) +m f(k)
f †(k) e−iϕh(k) + eiϕh†(k)−m

)(
a†k
b†k

)
.

(3.2.8)
En los elementos que componen la diagonal de la matriz, es fácil observar que
los términos que dependen de ϕ se pueden reescribir como la parte real de
un número complejo. Por lo que el hamiltoniano de Bloch para el modelo de
Haldane es

H(k) =

(
2Re(eiϕh(k)) +m f(k)

f †(k) 2Re(e−iϕh(k))−m

)
. (3.2.9)

La ecuación anterior se puede escribir como una suma de la forma,

H(k) = HG(k) +Hm(k) +Hϕ(k), (3.2.10)
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donde HG(k) es el hamiltoniano de Bloch del grafeno prístino, Hm(k) = mσz
es el término de masa y Hϕ(k) = 2Re{diag(eiϕh(k), e−iϕh(k))} es la matriz
que contiene la fase de Haldane.

Por otra parte, al igual que en los modelos anteriores, resulta conveniente
escribir el hamiltoniano de Bloch como una combinación lineal de las matrices
de Pauli, para eso debemos reescribir Hϕ(k). Primero observemos que

Re(e±iϕh(k)) = Re

(
−t′

3∑
n=1

ei(k·µn±ϕ)

)
= −t′

3∑
n=1

cos(k · µn ± ϕ), (3.2.11)

y aplicando la identidad trigonométrica de sumas de ángulos para el coseno,
la matriz Hϕ puede ser escrita en término de las matrices de Pauli, así

Hϕ(k) =


−2t′

3∑
n=1

cos(k · µn + ϕ) 0

0 −2t′
3∑

n=1

cos(k · µn − ϕ)


= −2t′ cosϕ

3∑
n=1

cos(k · µn)

(
1 0
0 1

)
+ 2t′ sinϕ

3∑
n=1

sin(k · µn)

(
1 0
0 −1

)

= −2t′ cosϕ
3∑

n=1

cos(k · µn) I2×2 + 2t′ sinϕ
3∑

n=1

sin(k · µn) σz,

(3.2.12)
donde I2×2 es la matriz identidad de dimensión 2× 2. Por lo tanto, se recupera
el siguiente hamiltoniano de Bloch para el modelo de Haldane

H(k) = λ0(k) σ0 + λ(k) · σ (3.2.13)

donde σ0 = I2×2 es la matriz identidad, λ0 = −2t′ cosϕ Re{h(k)} y λ(k) =
(Re{f(k)}, Im{f(k)}, m+ 2t′ sinϕ Im{h(k)}).

Al igual que con los dos modelos anteriores, la estructura electrónica de
bandas se recupera al resolver el problema de eigenvalores. Entonces, se en-
cuentra que la relación de dispersión para el modelo de Haldane es

Eη(k) = λ0(k) + ηλ(k), (3.2.14)

y las eigenfunciones son

|Ψη(k)⟩ =
1√

2λ(k)(λ(k) + ηλz(k))

(
λz(k) + ηλ(k)
λx(k) + iλy(k)

)
. (3.2.15)

Un aspecto interesante a notar es que, la estructura de bandas en el modelo
de Haldane contiene el término λ0(k), a diferencia del grafeno prístino y del
grafeno con masa que no lo contienen. No obstante, este término no se encuen-
tra en las eigenfunciones, por lo que nuestra descripción del fibrado vectorial
T 2 → S2 sigue siendo válido para el modelo de Haldane.
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ǵı

a
(e

V
)

(d)

m = 0 eV, t′ = 0 eV

m = −3
√

3t′, φ = π/2

Γ K− M K+ Γ

−2

0

2

(e)

m = 0 eV, t′ = 0 eV

m = 0, φ = π/2

Γ K− M K+ Γ

−2

0

2

(f)

m = 0 eV, t′ = 0 eV

m = 3
√

3t′, φ = π/2

Figura 3.5 Estructura de bandas electrónicas del modelo de Haldane. Las líneas sólidas rojas
corresponden al caso donde t′ = 0.1 eV para varios valores de m = {−3

√
3t′, 0, 3

√
3t′} y un

par de valores de ϕ = {−π/2, π/2}. Las líneas punteadas grises corresponden al caso donde
t′ = 0 eV, m = 0 eV y para cualquier valor de ϕ. En ambos casos se considera que el término
de salto t = 1 eV.

Por otro lado, tanto en grafeno prístino como en grafeno con masa, la brecha
de energía se cierra y abre en ambos puntos Kξ. Sin embargo, en el modelo de
Haldane no ocurre lo mismo, la brecha de energía evaluada en los puntos de
Dirac es

∆E(Kξ) = 2|m− ξ3
√
3t′ sinϕ|. (3.2.16)

Esta expresión depende del sign(m − ξ3
√
3t′ sinϕ), que a su vez depende del

parámetro de masa m y la fase ϕ. Por lo que, tenemos tres casos de análisis:

m = ξ3
√
3t′ sinϕ: La brecha de energía se cierra en este caso, no obstante

esto no ocurre a la vez para ambos valles, por lo que mientras en un valle
la brecha está cerrada en el otro estará abierta.

|m| < ξ3
√
3t′ sinϕ: La brecha de energía se mantiene abierta, mientras

esto se cumpla habrá una transición de abertura y cierre entre ambos
valles. (véase Fig. 3.5).

|m| > ξ3
√
3t′ sinϕ: Nuevamente la brecha de energía se mantiene abierta

sin importar el signo de m, de hecho, si |m| ≫ ξ3
√
3t′ sinϕ, se recupera

el modelo de grafeno con masa.

En la Fig. 3.5 se muestra la estructura de bandas del modelo de Haldane, en
especifico se muestran los primeros dos casos antes mencionados, mientras que
el último caso es similar a lo antes visto de grafeno con masa, Fig. 3.1. Además,
podemos observar que si fijamos la fase ϕ y se varia m, la brecha se va cerrando
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en un valle mientras en el otro se abre, pero nunca se cierra en ambos valles a
la vez.

Por otra parte, similar al modelo de grafeno con masa, es adecuado expresar
el vector λ̂(k) en coordenadas esféricas y por tanto escribir los eigenestados
como

|ψ+(k)⟩ =
(

cos θk
2

sin θk
2
eiφk

)
y |ψ−(k)⟩ =

(
− sin θk

2

cos θk
2
eiφk

)
. (3.2.17)

donde ahora los eigenestados están parametrizados sobre la esfera de Bloch
(véase Fig. (3.2)). Debemos recordar que los eigenestados no están bien defi-
nidos en toda la esfera de Bloch. En el límite cuando k → Kξ tenemos que

λz(Kξ) = m− ξ3
√
3t′ sinϕ < 0, ⇒ θk = 0

λz(Kξ) = m− ξ3
√
3t′ sinϕ > 0, ⇒ θk = π

(3.2.18)

y para simplificar definimos

mξ
H = m− ξ3

√
3t′ sinϕ, (3.2.19)

como masa de Haldane. Por lo que en el límite los eigenestados son

|ψ+(Kξ)⟩ →
(

0
eiφk

)
y |ψ−(Kξ)⟩ →

(
−1
0

)
, si mξ

H < 0,

|ψ+(Kξ)⟩ →
(
1
0

)
y |ψ−(Kξ)⟩ →

(
0
eiφk

)
, si mξ

H > 0,

(3.2.20)

donde φk es una fase mal definida. Tal como se describió en la sección anterior,
esto quiere decir que el ĺımk→Kξ

φk no existe y por tanto k = Kξ es una
singularidad. Por lo tanto, nuevamente es conveniente multiplicar por una fase
ft = eiφk , tal que∣∣ψN

+ (k)
〉
=

(
cos θk

2

sin θk
2
eiφk

)
y

∣∣ψS
+(k)

〉
=

(
e−iφk cos θk

2

sin θk
2

)
,

∣∣ψN
− (k)

〉
=

(
−e−iφk sin θk

2

cos θk
2

)
y

∣∣ψS
−(k)

〉
=

(
− sin θk

2

cos θk
2
eiφk

)
,

(3.2.21)

son como los eigenestados (Ec. 3.1.16) antes definidos para grafeno con masa.
El cambio de una trivialización a otra se acompaña de una fase no dinámica,
que llamamos función de transición ft. No obstante, recordemos que en grafeno
con masa únicamente nos podemos encontrar en una de las trivializaciones, ya
que el signo de m no cambia al recorrer la zona de Brillouin. Pero en el modelo
de Haldane tenemos que la masa mξ

H ≡ mξ
H(m,ϕ), puede cambiar de signo,

por lo que tendremos los siguientes casos de estudio:

m = ξ3
√
3t′ sinϕ: Caso crítico, tenemos que θk = π/2, porque mξ

H = 0.
Por lo que nos encontramos en la frontera de las trivializaciones, y es
donde la brecha de energía se cierra en alguno de los valles.
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Figura 3.6 Representación del diagrama de fase del modelo de Haldane, considerando como
parámetro la masa de Haldane mξ

H . Se ilustra para cada zona las trivializaciones a considerar
para el fibrado vectorial. En el caso de las zonas cerradas el fibrado vectorial es no trivial. Las
líneas roja y azul corresponden a los casos m+

H = 0 y m−
H = 0 respectivamente.

|m| < ξ3
√
3t′ sinϕ: La masa de Haldane cambia de signo al recorrer la

zona de Brillouin, por lo que es necesario la definición 3.2.21. En este
caso habrá una transición de abertura y cierre entre ambos valles.

|m| > ξ3
√
3t′ sinϕ: En este caso a pesar que la brecha de energía se

mantiene abierta, no hay cambio de signo de mξ
H y solo nos encontaremos

en una de las trivializaciones, como en grafeno con masa.

En la Fig. 3.6 se muestra el diagrama de fase para el modelo de Haldane,
donde la masa de Haldane, Ec. 3.2.19, es el parámetro que caracteriza las
diferentes fases. Se ilustran las diferentes zonas de los casos antes mencionados,
y es importante observar que las zonas encerradas por las líneas son donde el
fibrado vectorial es no trivial, ya que al recorrer la zona de Brillouin se añadirá
la fase ft.

3.2.1. Aproximación a bajas energías

De forma similar al grafeno prístino y grafeno con masa, podemos realizar
la aproximación a bajas energías para el modelo de Haldane, y describir el
comportamiento electrónico en la vecindad de los puntos Kξ. Como mencio-
namos anteriormente, el hamiltoniano de Bloch del modelo de Haldane puede
escribirse como en Ec. 3.2.10, por lo que al expandir en serie de Taylor esto
resulta en expandir cada término, sin embargo ya conocemos la expansión de
HG(k) y Hm(k), entonces únicamente restaría expandir en serie Hϕ(k), esto
es

Hϕ(k) ≈ Hϕ(Kξ) + (k−Kξ) · ∇kHϕ(k)|Kξ
, (3.2.22)
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donde ξ = ± es el índice de valle. Así, al evaluar en Kξ, obtenemos

Hϕ(Kξ) = 3t′ cosϕ σ0 − ξ3
√
3t′ sinϕ σz. (3.2.23)

Mientras que al tomar el gradiente de Hϕ(k) y evaluar en los puntos Kξ se tiene
que ∇kHϕ(k)|Kξ

= 0. Por lo tanto, sumando todos los términos se recupera el
siguiente hamiltoniano a bajas energías para el modelo de Haldane,

Hξ(q) = εϕ σ0 + vFp · σ +mξ
H σz, (3.2.24)

donde p = ℏq = ℏ(k − Kξ) es el momento relativo a los punto Kξ, σξ =

(ξσx, σy), mξ
H es la masa de Haldane antes definida y εϕ = 3t′ cosϕ es una

energía asociada a un desplazamiento de energía. Resolviendo la ecuación de
eigenvalor Hξ(q) |ψξ(q)⟩ = Eξ(q) |ψξ(q)⟩, la relación de dispersión lineal a
bajas energías es

Eξ
η(q) = εϕ + η

√
ℏ2v2F |q|+ (mξ

H)
2, (3.2.25)

y las funciones de onda son

∣∣ψξ
η(q)

〉
=

1√
2λξ(q)

e−iξφq/2

√
λξ(q) + ηmξ

H

ηeiξφq/2

√
λξ(q)− ηmξ

H ,

 (3.2.26)

donde 2λξ(q) = Eξ
+(q)− Eξ

−(q) y φq = tan−1(qy/qx) es el ángulo azimutal en
el espacio de momento.

Nuevamente la relación de dispersión Ec. 3.2.25 que describe a los portado-
res de carga a bajas energías, es un análogo al correspondiente de partículas re-
lativistas con masa, con diferencia de un desplazamiento de energía. En contra
parte al grafeno con masa, en el modelo de Haldane los electrones se compor-
tan como fermiones de Dirac masivos con una masa mξ

H dependiente del valle.
Se ha encontrado que es posible simular este sistema y generar una brecha
energética en cada valle agregando al grafeno prístino una textura de espín en
la estructura cristalina del sistema [93], pero también por la combinación de
incidencia de luz circularmente polarizada [94].

3.2.2. Más allá del modelo de Haldane

Es importante mencionar que el modelo de Haldane no se apreció plena-
mente en la época que Haldane publicó su trabajo, porque el grafeno se con-
sideraba un material puramente teórico e imposible de obtener [7]. Además,
de que los términos de ruptura temporal implicados en el modelo de Haldane
eran lo que los físicos llaman modelo de juguete (o toy model en inglés) los cua-
les son modelos muy simplificados que suelen utilizarse para explicar ciertas
propiedades físicas de los materiales. No obstante, el modelo de Haldane se ha
logrado realizar en algunos materiales de materia condensada y en sistemas de
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átomos fríos [95–97]. El modelo de Haldane fue el primer ejemplo de lo que se
conoce como aislante de Chern.

En 2005 los trabajos de C.L. Kane y E.J. Mele [49, 98] llevaron a un re-
nacimiento del interés en el modelo de Haldane. Kane y Mele proponen una
variante del modelo de Haldane en la que la topología no trivial surge de
la simetría de inversión temporal, que se conserva por un término de espín-
órbita [98], dicho modelo se conoce como modelo de Kane-Mele. A grandes
rasgos, la interacción espín-órbita da como resultado dos copias del modelo de
Haldane en donde las corrientes en los bordes no son de carga eléctrica, sino
de espín. Por esta razón, este efecto se denomina efecto Hall cuántico de espín
(QHS por su siglas en inglés). Este modelo es considerado el primer ejemplo
de los aislantes topológicos.

Sin embargo, la propuesta de Kane y Mele de un aislante topológico con
inversión temporal en el grafeno no es realizable debido a que la interacción
espín-órbita es débil [99–102] y por tanto la brecha de energía es pequeña [49,
71], del orden de 10−3 meV [103]. Por ello fué necesario considerar materiales
con una fuerte interacción espín-órbita. En 2006, Bernevig, Hughes y Zhang
realizan un desarrollo teórico del efecto Hall cuántico de espín en el pozo de
potencial formado en un semiconductor de tipo III de HgTe-CdTe [103]. En
2007, el efecto se detecta experimentalmente [104].



4
Propiedades topológicas del grafeno

4.1. Teoría geométrica de bandas

Como se mencionó en el capítulo 2, la clasificación de las distintas fases
de la materia es un tema central en la física de la materia condensada. Esta
clasificación fue introducida por Félix Bloch con el famoso teorema que lleva su
nombre [34]. El teorema de Bloch resulta fundamental en la física del estado só-
lido ya que implica que los electrones en los cristales periódicos están dispuestos
en una estructura de bandas, indexados por su cuasi-momento ℏk en la zona
de Brillouin. Dependiendo de la forma de la estructura de bandas, se puede
obtener una clasificación de los materiales que es bien conocida: metales, semi-
conductores y aislantes. Por otra parte, la teoría de Landau-Ginzburg-Wilson
de las transiciones de fase [35–37] se basa en un mecanismo de ruptura de si-
metría para dar lugar a una clasificación. Por ejemplo, la superconductividad
se caracteriza por la ruptura de la simetría gauge U(1) [105, 106].

Sin embargo, todo esto cambió con el descubrimiento de nuevas fases de la
materia, como los aislantes topológicos, donde se encontró que existen mate-
riales que pueden presentar conductividad en su superficie o bordes, pero ser
aislantes en su interior. En estos materiales, la conductividad está protegida
por algo llamado simetría topológica, lo que significa que es robusta frente a
ciertas perturbaciones, como la presencia de impurezas o defectos en la estruc-
tura cristalina [38, 41, 48]. Hoy en día, estas fases son conocidas como fases
topológicas, y abren paso a una teoría moderna de bandas donde la geometría
y la topología de las funciones de onda son la base para la clasificación de los
materiales [73, 74]. Estas fases se presentan en materiales exóticos llamados
materiales topológicos, tales como aislantes topológicos [71], semimetales de
Dirac y de Weyl [107], y superconductores topológicos [108].

En esta sección, nos centramos en los aislantes topológicos, que poseen
una estructura de bandas análoga a la de los aislantes, pero con la diferencia
de que exhiben una conductividad no nula. Además, estos materiales cuentan
con un número cuántico topológico que está caracterizado por el hamiltoniano

38



Capítulo 4. Propiedades topológicas del grafeno 39

Figura 4.1 Existe una homotopía entre un toro y una taza, por lo que podemos deformar
continuamente uno y obtener el otro. Además ambas superficies están caracterizadas por un
invariante topológico, en este caso es el género g = 1, es decir el número de huecos de la
superficie.

del sistema. Este número es intrínseco y se caracteriza por ser invariante ba-
jo deformaciones continuas del sistema, lo que se conoce formalmente como
invariante topológico.

Para comprender la descripción anterior, consideremos dos sistemas A y B
con hamiltonianos respectivos HA y HB. Decimos que HA y HB son equivalen-
tes si es posible deformar continuamente HA y obtener HB, manteniendo inva-
riantes las simetrías del sistema. Matemáticamente, esto es equivalente a decir
que existe una función f(t) con 0 ≤ t ≤ 1, tal que f(0) = HA y f(1) = HB

1. Si
HA y HB son equivalentes, entonces se distiguen por un invariante topológico
(véase Ref. [84]). Por ejemplo, como se muestra en la Fig. 4.1, la superficie de
un toro se distingue topológicamente por su género g, el número de huecos, en
este caso g = 1; por esa razón, una taza que posee un hueco, es equivalente
topológicamente a un toro. Aunque, esto no ocurre con una esfera, ya que el
genero es g = 0, por lo que no es posible deformar un toro y obtener una esfera
(o viceversa).

En los sistemas de materia condensada, el invariante topológico está co-
dificado en las propiedades geométricas del sistema, más precisamente en el
tensor geométrico cuántico, compuesto de la métrica cuántica y de la curvatu-
ra de Berry [45–47]. En el caso de los sistemas abordados en este trabajo, el
invariante topológico es el número de Chern, que como veremos es la integral
de la curvatura de Berry sobre la zona de Brillouin.

4.1.1. Fase y curvatura de Berry

En mecánica cuántica, una fase geométrica es una fase que un sistema ad-
quiere al recorrer adiabáticamente un ciclo en el espacio de parámetros del
hamiltoniano. Este fenómeno fue ignorado durante mucho tiempo, ya que se
pensaba que esta fase podía ser despreciada mediante una transformación gau-

1La función f(t) se define como un homotopía. Si dos objetos se relacionan por una homo-
topía, entonces estos objetos son homeomorfos y se distinguen por un invariante topológico.
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ge. Sin embargo, en 1984 Michael Berry ofreció una elegante interpretación
geométrica de esta fase, hoy en día conocida como fase de Berry [47]. La fase
de Berry también es conocida como fase de Berry-Pancharatnam, porque fue
generalizada por Berry pero anteriormente había sido descrita por S. Pancha-
ratnam en óptica clásica [109]. Muchos años antes, H. C. Longuet-Higgins y
colaboradores habían descrito un fenómeno similar en física molecular [110].
A continuación, se introducirá el concepto de la fase de Berry y su asociación
con la conexión y curvatura de Berry.

Consideremos un sistema descrito por un hamiltoniano H(κ), que depen-
de del tiempo a través de un conjunto de parámetros κ = (κ1, κ2, . . . , κn). El
espectro de energía Eα(κ) y los eigenestados |ψα(κ)⟩ pueden obtenerse resol-
viendo la ecuación de eigenvalor

H(κ) |ψα(κ)⟩ = Eα(κ) |ψα(κ)⟩ , (4.1.1)

donde α = 1, 2, . . . , n y Eα(κ) es un nivel de energía no degenerado del sistema.
Si variamos adiabáticamente los parámetros κ(t) alrededor de un circuito, por
el teorema adiabático tendremos que el sistema regresará a su estado inicial
pero la fase habrá cambiado [111, 112], así el eigenestado a tiempo t estaría
dado por

|Ψ(κ(t))⟩ = e−
i
ℏ
∫ t
0 Eα(κ(t′))dt′eiγα(t) |ψα(κ(0))⟩ , (4.1.2)

donde el primer término en el producto de exponenciales es la fase dinámica.
El segundo término es la llamada la fase de Berry [47, 113] y está definida
como

γα(C) =
∮
C
Aα

µ(κ) dκ
µ, (4.1.3)

donde hemos utilizando la convención de sumas de Einstein. C es el camino
trazado en el espacio de parámetros y Aα

µ(k) es conocida como la conexión de
Berry, que se define como

Aα
µ(κ) = i ⟨ψα(κ)|∂µψα(κ)⟩ . (4.1.4)

Debemos observar que se ha omitido la dependencia en t, porque la fase de
Berry solo depende de la forma del camino en el espacio de parámetros y es
independiente de la variación de κ(t) con respecto al tiempo. Haciendo una
analogía con la teoría electromagnética donde la conexión de Berry es el vector
potencial de un campo electromagnético. Bajo una transformación de gauge,
los eigenestados y la conexión de Berry se transforma como

|ψα(κ)⟩ → eiϕ(κ) |ψα(κ)⟩ , Aα
µ(κ) → Aα

µ(κ)− ∂µϕ(κ), (4.1.5)

por lo que la conexión es dependiente de gauge. Siguiendo con la analogía,
podemos definir el campo magnético como el rotacional de la conexión de
Berry. Mediante el teorema generalizado de Stokes la fase de Berry puede
expresarse como

γn(C) =
1

2

∫
S
Ωα

µν(κ) dκ
µ ∧ dκν , (4.1.6)
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donde
Ωα

µν(κ) = ∂µAν(κ)− ∂νAµ(κ) (4.1.7)

es la curvatura de Berry [47, 114]. Así, la fase de Berry es el flujo de la curvatura
de Berry a través de la superficie S delimitada por el camino C = ∂S. Por
ejemplo, en un espacio bidimensional, κ = (κx, κy), la curvatura de Berry es

Ωα
xy(κ) = ∂κxAα

κy
(κ)− ∂κyAα

κx
(κ), (4.1.8)

la cual puede expresarse como una suma sobre todos los estados [113]:

Ωα
µν(κ) = i

∑
α′ ̸=α

⟨ψα(κ)| ∂µH(κ)
∣∣ψα′

(κ)
〉 〈
ψα′∣∣ ∂νH(κ) |ψα(κ)⟩ − (ν ↔ µ)

[Eα(κ)− Eα′(κ)]2
.

(4.1.9)
Esta expresión nos indica que la curvatura de Berry no es una propiedad única
de la banda, sino más bien una propiedad general de la estructura de bandas
del sistema. Otro aspecto importante es que la curvatura es singular si dos
niveles de energía son iguales en algún punto κ. Siguiendo la analogía electro-
magnética, este punto de degeneración corresponde a un monopolo magnético.
Si los puntos degenerados forman una cuerda, se conoce como cuerda de Di-
rac [2, 113, 115].

Por último, un ejemplo de espacio de parámetros es el momento cristalino
en el toro de Brillouin, k ∈ T n, que podemos variar mediante una perturbación
en el sistema. En general, la curvatura de Berry es un tensor de rango dos,
que forma parte de un objeto geométrico llamado tensor geométrico cuántico
[45, 46]. La curvatura de Berry es proporcional a la parte imaginaria de dicho
tensor.

4.2. Número de Chern

En 1980 Von Klitzing, Dorda y Pepper, usando una muestra semiconducto-
ra descubrieron el efecto Hall cuántico entero (IQHE por sus siglas en inglés),
en el cual un material presenta una conductividad Hall que es múltiplo de
valores enteros, esto es [38]:

σxy =
e2

ℏ
ν, (4.2.1)

donde ν ∈ Z y e es la carga eléctrica elemental del electrón. Este fenómeno se
explica mediante la cuantización de Landau. De hecho, en la ecuación anterior,
el número ν corresponde a los niveles de Landau [116]. En 1981, un año des-
pués, Laughlin propuso que la cuantización en el efecto se debe a la invarianza
gauge [39]. Otra característica importante del efecto Hall cuántico es que en
el material se presentan estados de borde [116]. Utilizando el argumento de
Laughlin, B.I. Halperin [40] demostró que cuando la energía de Fermi se en-
cuentra entre dos niveles de Landau, el material es aislante y la corriente es
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transportada por estados en el borde del material. Sin embargo, los análisis de
Laughlin [39] y Halperin [40] consideraban el efecto Hall cuántico en un gas de
electrones.

En 1982, Thouless, Kohmto, Nightingale y den Nijs (TKNN) estudiaron
el efecto Hall cuántico en un cristal y demostraron que el número entero ν
está asociado a una forma geométrica, un invariante topológico [41, 43]. Esto
se puede describir de la siguiente manera; consideremos un sistema periódico
bidimensional en un campo magnético y mediante el formalismo de Kubo, la
conductividad Hall está dada por [42]:

σxy =
e2

2πℏ
∑
α

Cα, (4.2.2)

donde
Cα =

1

2π

∫
BZ

Ωα
xy(k) d

2k, (4.2.3)

es conocido como primer número de Chern. En base a las expresiones 4.1.3 y
4.2.3, podemos observar que existe una conexión entre el número de Chern, o
también conocido como invariante TKNN, y la fase de Berry, esto es

Cα = 2πγα(C). (4.2.4)

Este resultado fue demostrado por Barry Simon, donde además mostró que la
fase de Berry es la holonomía de un fibrado vectorial [44]. El número de Chern
tiene gran relevancia, debido a que está intrínsecamente relacionado con los
estados de borde en materiales finitos [117–119], y dio lugar al nacimiento de
los aislantes topológicos. Estos materiales, que a diferencia de los aislantes y
conductores convencionales, son aislantes en el bulto pero conductores en los
bordes.

A continuación calcularemos el número de Chern para los tres modelos del
grafeno que se han tratado en este trabajo: pristino, con masa y modelo de
Haldane. Para hacerlo, es necesario integrar la curvatura de Berry en toda la
zona de Brillouin utilizando las funciones de onda correspondientes de cada
sistema. En el apéndice C se muestra el cálculo del tensor de curvatura de
Berry para un modelo de dos bandas, que está dado como

Ωη
µν(k) = −η

2
λ̂(k) · (∂µλ̂(k)× ∂νλ̂(k)), (4.2.5)

donde λ̂(k) : T 2 → S2. Por lo tanto el número de Chern esta dado por

Cη = − η

4π

∫
BZ

λ̂(k) · (∂xλ̂(k)× ∂yλ̂(k)) d
2k. (4.2.6)

donde, para simplificar la notación, kx ≡ x y ky ≡ y. Dependiendo de la
complejidad del vector λ̂(k) será la dificultad de calcular el número de Chern,
pero más adelante mostraremos una forma práctica de calcular dicho número.
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Figura 4.2 (a) Conexión de Berry a bajas energía de grafeno prístino, se observa como la
conexión parece girar alrededor de los puntos de Dirac en direcciones opuestas en cada valle y
además diverge en dichos puntos. (b) Curvatura de Berry alrededor del punto K+, entre más
nos acercamos al punto la curvatura aumenta. Algo similar ocurre en el punto K−, pero en
lugar de aumentar, la curvatura decae cerca de dicho punto.

4.2.1. Grafeno prístino

Al igual que el hamiltoniano de Bloch, la curvatura de Berry cumple cier-
tas propiedades ante simetrías. Por ejemplo, si se conserva la inversión espacial
tenemos que Ω(k) = Ω(−k), mientras que si se conserva inversión temporal,
entonces Ω(k) = −Ω(−k) [113]. En grafeno prístino, ambas simetrías se con-
servan, por lo que, en principio, la curvatura de Berry es cero en la zona de
Brillouin. Otro argumento es que, en grafeno prístino debido a la simetría de
quiralidad tenemos que λz(k) = 0, entonces según la Ec. 4.2.5, la curvatura de
Berry es cero. Sin embargo, debemos tener precaución, porque en los puntos
de Dirac la curvatura de Berry diverge y no está bien definida. Para estudiar
lo que ocurre cerca de los puntos de Dirac es conveniente analizar el sistema a
bajas energías, ya que la problemática ocurre en los puntos Kξ. En este caso,
la conexión de Berry es

Aη
ξ(q) =

〈
Ψξ

η(q)
∣∣∇q

∣∣Ψξ
η(q)

〉
=
ξ

2
∇qφq, (4.2.7)

donde
∣∣Ψξ

η(q)
〉

está dado por Ec. 2.3.11. Como se observa en la Fig. 4.2, su
campo vectorial parece girar alrededor de los puntos de Dirac con dirección
contraria en cada valle, y además diverge en dichos puntos. Entonces, si cal-
culamos la fase de Berry en un camino C alrededor de estos puntos, tenemos
que

γξ(C) =
ξ

2

∫
C
∇qφq · dq,

=
ξ

2

∫
C
dφ.

(4.2.8)
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El ángulo φ recorre de 0 a 2π, por lo tanto, si el camino encierra a los puntos
de Dirac, entonces

γξ(C) = ξπ, (4.2.9)

es la fase que adquieren las funciones de onda al circular alrededor de un punto
de Dirac. Al sumar las contribuciones de ambos valles, obtenemos que la fase
de Berry es cero, γη(C) = 0 , y por tanto el número de Chern también lo es,
Cη = 0.

No obstante, dado que la fase de Berry puede expresarse como el flujo de la
curvatura de Berry a través de la superficie encerrada por la trayectoria, debe
haber un flujo distinto de cero en los puntos de Dirac, como se muestra en
la Fig. 4.2. Por lo tanto la curvatura de Berry para el grafeno prístino puede
expresarse como

Ωη
xy(k) = π

3∑
j=1

[δ(k−K+
j )− δ(k−K−

j )], (4.2.10)

donde K±
j son los puntos equivalentes del punto K+ y K− respectivamente,

es decir, todos los puntos corresponden a las seis esquinas de la zona de Bri-
llouin. Siguiendo la analogía electromagnética, la curvatura de Berry en cada
uno de los puntos de Dirac puede ser identificada como un monopolo magné-
tico. Experimentalmente en 2005 se observó la existencia de una fase de Berry
distinta de cero en grafeno prístino [120]. Luego, en 2011 mediante estudios
de espectroscopia de fotoemisión (ARPES) fue posible medir directamente su
fase de Berry [121].

4.2.2. Grafeno con masa

En el caso del grafeno con masa tenemos que λz(k) ̸= 0 en Ec. 3.1.6, por lo
que no se preservan las simetrías de inversión espacial y quiral. Es importante
destacar que, en el capítulo anterior, se mencionó que el grafeno con masa es
un modelo trivial. Sin embargo, para poder demostrarlo es necesario analizar
la curvatura de Berry y calcular el número de Chern correspondiente a este
modelo. Por lo que la curvatura de Berry está dada como

Ωη
µν(k) = − η

2λ3(k)
λ · (∂µλ× ∂νλ). (4.2.11)

donde λ(k) = |λ(k)| con λ(k) = {Re{f(k)}, Im{f(k)},m}, tal que 2λ(k) =
E+(k)− E−(k).

Sin embargo, dado que la componente λz(k) = m, es una constante, el
producto vectorial se reduce a una sola componente, por tanto la curvatura de
Berry es

Ωη
µν(k) = −η m

2λ3(k)
[∂µλx(k) ∂νλy(k)− ∂µλy(k) ∂νλx(k)], (4.2.12)
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donde η = ±1 es un índice de banda. Ahora, debido a la forma del vector λ(k)
donde las componentes λx(k) y λy(k), son sumas de funciones cosenos y senos
respectivamente, entonces la curvatura de Berry se reduce a

Ωη
µν(k) =

η mt2

2λ3(k)

{
3∑

i,j=1

δµ,iδν,j[sin(k · δi) cos(k · δj)− sin(k · δj) cos(k · δi)]

}
,

=
η mt2

2λ3(k)

[
3∑

i,j=1

δµ,iδν,j sin(k · (δi − δj))

]
,

(4.2.13)
donde δµ,i hace referencia a la componente µ del vector δi

2. Nos interesan
las componentes no triviales, las que están fuera de la diagonal, por lo que la
curvatura de Berry es

Ωη
xy(k) = η

√
3amt2

4λ3(k)

{
3∑

j=1

δj,y[sin(k · (δ1 − δj))− sin(k · (δ2 − δj))]

}
,

= η

√
3a2mt2

4λ3(k)
[sin(k · (δ1 − δ2)) + sin(k · (δ2 − δ3)) + sin(k · (δ3 − δ1))] .

(4.2.14)
Esta expresión puede reescribirse de una forma ya conocida, notemos que los
vectores dentro de las funciones trigonométricas son los vectores a segundos
vecinos {µi}. Por lo que la curvatura de Berry se reescribe como

Ωη
xy(k) = η

√
3a2mt2

4λ3(k)

3∑
i=1

sin(k · µi). (4.2.15)

Por simplicidad y para cálculos posteriores definimos Sk =
∑3

i=1 sin(k · µi).
Utilizando identidades trigonométricas podemos reescribir la sumatoria, esto
es

Sk = 2

{
sin

(
k · δ1 − δ2

2

)[
cos

(
k · δ1 − δ2

2

)
− cos

(
k · 2δ3 − δ1 − δ2

2

)]}
,

= −4 sin

(
k · δ1 − δ2

2

)
sin

(
k · δ2 − δ3

2

)
sin

(
k · δ3 − δ1

2

)
.

(4.2.16)
Por lo tanto la curvatura de Berry para el grafeno con masa está dada como

Ωη
xy(k) = −ηa2

√
3mt2

λ3(k)
sin

(
k · δ1 − δ2

2

)
sin

(
k · δ2 − δ3

2

)
sin

(
k · δ3 − δ1

2

)
.

(4.2.17)

2Utilizamos esta notación para no confundir con el tensor delta de Kronecker δνµ.
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Figura 4.3 (a) Curvatura de Berry de grafeno con masa de la banda de valencia (η = −1), con
parámetro m = 1 eV. Se observa como la curvatura crece (decrece) en los puntos equivalentes
de K+ (K−). (b) Curvatura de Berry en 3D de grafeno con masa de la banda de valencia,
con parámetro m = 1 eV, se muestra como los picos son más pronunciados cuando el valor de
m disminuye.

Dado que η = ±1, la curvatura es de signo opuesto en cada banda. Además,
evaluando en los puntos de Dirac, tenemos que la curvatura local es

Ωη
xy(Kξ) = −ηa2 ξ9t

2

8m2
sgn(m). (4.2.18)

En la Fig. 4.3 se muestra la curvatura de Berry y se observa que se producen
picos en los puntos de Dirac, entre más disminuya m más pronunciados se
hacen los picos, como índica 4.2.18. Además, en el límite m→ 0, la curvatura
de Berry es cero, excepto en los puntos Kξ, en ese caso se recupera la expresión
4.2.10.

El número de Chern, y por tanto el flujo total de la curvatura de Berry
debe desaparecer debido a la invariancia temporal del modelo. Esto se debe
a que la simetría de inversión temporal implica que la curvatura de Berry es
una función impar, Ωα

µν(−k) = −Ωα
µν(k), entonces según Ec. 4.2.3 el número

de Chern es

Cη =
1

2π

∫
T 2

Ωη
xy(k) d

2k (4.2.19)

donde estamos integrando sobre todo el toro de Brillouin T 2, que presenta la
periodicidad k = k+G. Así, siempre es posible realizar un cambio de variable
de tal manera que los intervalos de integración sean simétricos, y debido a que
la curvatura de Berry es impar, el número de Chern se anula, Cη = 0. Como
se observa en la Fig. 4.3, en este modelo al integrar la curvatura de Berry de
los dos valles se compensan entre sí. Esta cancelación del número de Chern
también confirma la ausencia del efecto Hall cuántico en este modelo y por lo
tanto el grafeno con masa se considera un aislante trivial.
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4.2.3. Modelo de Haldane

En el grafeno con masa tenemos que el flujo de Berry se cancela entre
valles, y esto está relacionado con el hecho de que el signo de m es idéntico en
ambos valles. Por lo tanto, tener un número de Chern distinto de cero requiere
tener signos opuestos de esas masas mediante la inversión de las bandas en
un solo valle, y eso es lo que hace el modelo de Haldane. En el modelo de
Haldane el desarrollo para obtener la curvatura de Berry es mas elaborado con
respecto al grafeno con masa ya que cada una de las componentes del vector
λ(k) no contiene términos constantes. En general, la curvatura de Berry está
dada como

Ωη
µν(k) = − η

2λ3(k)
λ(k) · (∂µλ(k)× ∂νλ(k)), (4.2.20)

donde λ(k) = |λ(k)| con λ(k) = (Re{f(k)}, Im{f(k)}, m+2t′ sinϕ Im{h(k)}),
tal que 2λ(k) = E+(k)−E−(k). Estas ecuaciones se obtuvieron en el capítulo
anterior. Por simplicidad, calcularemos por partes el producto mixto, primero
definimos el término

∆ρ
µν(k) = λρ(k)(∂µλ(k)× ∂νλ(k))

ρ, (4.2.21)

donde ρ = {x, y, z} y por simplicidad ignoraremos la dependencia en k de
los términos ∆ρ

µν . Así, los términos correspondientes a ρ = {x, y} son muy
similares, mientras que el término ρ = z es parecido al antes obtenido para
grafeno con masa, esto es

∆x
µν = λx(k)[∂µλy(k)∂νλz(k)− ∂µλz(k)∂νλy(k)],

= 2t′t2 sinϕ
3∑

i,j,l=1

(δµ,jµν,l − δν,jµµ,l) cos(k · δj) cos(k · µl) cos(k · δi),

(4.2.22)
∆y

µν = λy(k)[∂µλz(k)∂νλx(k)− ∂µλx(k)∂νλz(k)],

= 2t′t2 sinϕ
3∑

i,j,l=1

(δµ,jµν,l − δν,jµµ,l) sin(k · δj) cos(k · µl) sin(k · δi).

(4.2.23)
Sumando los dos primeros términos y mediante identidades trigonométricas
recuperamos la siguiente expresión simplificada

∆x
µν +∆y

µν = 2t′t2 sinϕ
3∑

i,j,l=1

(δµ,jµν,l − δν,jµµ,l) cos(k · (δi − δj)) cos(k · µl).

(4.2.24)
Mientras que el término ∆z

µν es similar al de grafeno con masa, solo se cambia
m por λz(k). Así, los términos no diagonales, µ = kx, ν = ky, son

∆x
xy +∆y

xy = −2
√
3a2t′t2 sinϕ Nk, ∆z

xy = −
√
3a2t2

2
(m+ 2t′ sinϕ Sk)Sk,

(4.2.25)
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Figura 4.4 Curvatura de Berry del modelo de Haldane de la banda valencia (η = −1). Todos
los casos corresponden a t′ = 0.1 eV para varios valores de m = {−3

√
3t′/4, 0, 3

√
3t′/4} y un

par de valores de ϕ = {−π/2, π/2}. En todos los casos se considera que el término de salto
t = 1 eV.

donde Sk está dado por la expresión 4.2.16 y Nk es una sumatoria que puede
expresarse como:

Nk =
3∑

i=1

cos(k · (δi − δi+1))[cos(k · (δi − δi+1))− cos(k · (δi − δi+2))],

= −2
3∑

i=1

cos(k · (δi − δi+1)) sin

(
k · 3δi

2

)
sin

(
k · δi+2 − δi+1

2

)
.

(4.2.26)
donde i es un índice cíclico, es decir, i+3 = i. Por lo tanto, en forma compacta,
la curvatura de Berry para el modelo de Haldane está dada como

Ωη
xy(k) = ηa2

√
3t2

4λ3(k)
[4t′ sinϕ Nk + (m+ 2t′ sinϕ Sk)Sk]. (4.2.27)

Al igual que en grafeno con masa, la curvatura toma signos opuestos en
cada banda. Evaluando en los puntos de Dirac, tenemos que NKξ

= 0, por-
que implícitamente depende de λx(k) y λy(k), así recuperamos la siguiente
expresión

Ωη
xy(Kξ) = −ηa2 ξ9t2

8|mξ
H |2

sgn(mξ
H), (4.2.28)

que es bastante similar a la obtenida en grafeno con masa. Sin embargo, es
importante destacar que en esta situación hay una dependencia en m y ϕ, por
lo cual se tienen los tres siguientes casos clave:
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Caso crítico m = ξ3
√
3t′ sinϕ: la curvatura de Berry no está definida en

uno de los valles, mientras que en el otro tiende a un valor finito.

Caso no trivial |m| < ξ3
√
3t′ sinϕ: dado que sgn(mξ

H) es distinto en cada
valle, entonces la curvatura de Berry toma el mismo signo en cada valle,
tal como se muestra en la Fig. 4.4.

Caso trivial |m| > ξ3
√
3t′ sinϕ: la curvatura toma signos opuesto en

cada valle, este caso es idéntico al de la Ec. 4.2.18 para grafeno con masa
(véase Fig. 4.3).

La curvatura está íntimamente relacionada a la proximidad entre bandas, tal
como se indica en la Ec 4.1.9. Dependiendo del signo de la masa, si la brecha
de energía se cierra en alguno de los puntos de Dirac, la curvatura crece (o
decrece) en ese mismo punto (véase Fig. 3.5 y Fig. 4.4). Mientras que en el
caso m = 0, incluso con la brecha de energía presente, la curvatura de Berry
solamente es positiva (o negativa), algo que en grafeno con masa no ocurre. En
ese caso (caso trivial) la curvatura toma signos opuestos cerca de los puntos
de Dirac y en otras regiones se cancela.

Por otro lado, calcular el número de Chern para el modelo de Haldane,
e incluso para otros modelos3, no es una tarea sencilla debido a la forma de
la curvatura de Berry (Ec. 4.2.17). Por lo que para dar una interpretación al
número de Chern, podemos usar un modelo simplificado de dos bandas dado
por

Cη = − η

4π

∫
BZ

λ̂(k) · (∂xλ̂(k)× ∂yλ̂(k)) d
2k. (4.2.29)

El mapeo k → λ̂(k) es una función que parte del toro de Brillouin hacía la
esfera unitaria 2-dimensional, es decir T 2 → S2. Esto nos permite reexpresar
la Ec. 4.2.29, tal que

Cη = − η

4π

∫
S2

dΩ′. (4.2.30)

donde Ω′ es el ángulo sólido. Esta fórmula se justifica observando que λ̂(k) es
el vector unitario de posición con respecto al origen, mientras que el vector
∂xλ̂(k)× ∂yλ̂(k) es el vector normal a la esfera. Así, el resultado de la integral
es proporcional a 4π, por lo tanto Cη ∈ Z. Por tanto, el número de Chern
es el número de veces que el vector λ̂(k) rodea la esfera de Bloch cuando k
recorre el toro de Brillouin [56], lo que en la literatura inglesa se conoce como
winding number. El argumento anterior nos indica que el número de Chern es
un número entero. En particular para la banda de valencia partimos de

C− =
1

2π

∫
BZ

Ω−
xy(k)d

2k. (4.2.31)

3Frecuentemente el número de Chern se estima de forma numérica utilizando un método
eficiente [122] que consiste en aplicar el teorema de Stokes discretizado.
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La curvatura de Berry puede escribirse en términos de la conexión de Berry,
esto es,

C− =
1

2π

∫
BZ
[∂xA−

y (k)− ∂yA−
x ] d

2k. (4.2.32)

Integrar sobre toda la zona de Brillouin implica añadir una fase no dinámica
a las funciones de onda y por consecuencia dividir en dos regiones el fibrado
vectorial, UN y US. Si bien, la fase que se añade no afecta a la curvatura de
Berry, debido a su invarianza gauge, la conexión es dependiente de gauge, por
lo que Ec. 4.2.32 debe escribirse como

C− =
1

2π

{∫
KN

[∂xAN−
y (k)− ∂yAN−

x ] d2k +

∫
KS

[∂xAS−
y (k)− ∂yAS−

x ] d2k

}
.

(4.2.33)
donde AN− (AS−) es la conexión de Berry de la banda de valencia del hemisferio
UN (US) y donde KN = {k | θk ∈ [0, π/2)}, KS = {k | θk ∈ (π/2, π]} son las
regiones en que se dividide el toro de Brillouin, tal que UN = {λ̂(k) | k ∈ KN}
y US = {λ̂(k) | k ∈ KS}. Aplicando el teorema de Stokes, tenemos que

C− =
1

2π

{∮
∂KN

AN−(k) · dk+

∮
∂KS

AS−(k) · dk
}
, (4.2.34)

donde ∂KN y ∂KS son las fronteras de las superficies de KN y KS respecti-
vamente. Notemos que ambas fronteras corresponden a la misma ∂K, ya que
∂K = {k | θk = π/2} que corresponde al ecuador de la esfera de Bloch, por lo
que las orientaciones de ∂KN y ∂KS están invertidas. Dado que KS mapea al
hemisferio sur entonces la orientación es negativa, por lo que

C− =
1

2π

∮
∂K

[AN−(k)−AS−(k)] · dk. (4.2.35)

Recordemos que las funciones de onda, Ec. 3.2.21 , se relacionan por la función
de transición, tal que

∣∣ψS
−(k)

〉
= ft

∣∣ψN
− (k)

〉
, entonces

AN−(k)−AS−(k) = i{
〈
ψN
− (k)

∣∣∇kψ
N
− (k)

〉
−
〈
ψS
−(k)

∣∣∇kψ
S
−(k)

〉
}

= i{
〈
ψN
− (k)

∣∣∇kψ
N
− (k)

〉
−
〈
ψN
− (k)

∣∣∇kψ
N
− (k)

〉
− f †

t∇kft}
= −if †

t∇kft.
(4.2.36)

Dado que ft = eiφ(k) y observando que si tomamos la banda de conducción,
resulta algo similar, solamente difiere en un signo. Por lo tanto, el número de
Chern es

Cη = − η

2π

∮
∂K

∇kφ(k) · dk. (4.2.37)

donde η = ±1 es el índice de banda. En principio, si ∇kφ(k) fuera continuo
podríamos decir que el número de Chern es cero. Sin embargo, φ(k) contiene
singularidades en los puntos de Dirac, por lo que los valores finitos del número
de Chern provienen de las singularidades.
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Para analizar que ocurre alrededor de las singularidades que se localizan en
los punto de Dirac, es conveniente considerar la aproximación a bajas energías.
Así, el número de Chern estará dado (aproximadamente) por la suma de la
contribución de cada valle, esto es

Cη =
∑
ξ=±

Cη
ξ (4.2.38)

donde Cη
ξ es el número de Chern alrededor del valle ξ de la banda η. En el

modelo de Haldane tenemos que el hamiltoniano a bajas energías es

Hξ(q) = εϕσ0 + λξ(q) · σξ, (4.2.39)

donde λξ(q) = (ξℏvF qx, ℏvF qy,mξ
H), σξ = (ξσx, σy, σz), y εϕ = 3t′ cosϕ es una

energía que se asocia a un desplazamiento de energía. En base a Ec. 4.2.20, la
curvatura de Berry está dada por

Ωηξ
xy(q) = −η ξℏ

2v2F
2λ3ξ(q)

mξ
H = −η ξℏ2v2Fm

ξ
H

(ℏ2v2F q2 + (mξ
H)

2)1/2
, (4.2.40)

donde q = |q|. Por lo que el número de Chern es

Cη
ξ = − η

2π

∫
ξℏ2v2Fm

ξ
H

(ℏ2v2F q2 + (mξ
H)

2)1/2
d2q. (4.2.41)

Al utilizar la aproximación a bajas energías, no tenemos periodicidad, el sis-
tema ahora se encuentra en un plano continuo. En este caso integraremos en
una superficie que encierre al valle (q = 0). Realizamos un cambio de variable
a coordenadas polares, tendremos que

Cη
ξ = − η

2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0

ξℏ2v2Fm
ξ
Hq

(ℏ2v2F q2 + (mξ
H)

2)1/2
dqdφ,

= −ξ η
2
sign(mξ

H),

(4.2.42)

es el número de Chern de cada valle ξ. La forma de la curvatura de Berry en
Ec. 4.2.40, es análogo a un monopolo magnético, por tanto al calcular el flujo
del monopolo determinaremos su carga magnética, Ec. 4.2.41. Así, el número
Cη

ξ podemos asociarlo a una carga topológica. Por lo tanto, el número de Chern
es

Cη = −η
2
[sign(m+

H)− sign(m−
H)]. (4.2.43)

Para la banda de valencia, el número de Chern para el modelo de Haldane es

C− =
1

2
[sign(m− 3

√
3t′ sinϕ)− sign(m+ 3

√
3t′ sinϕ)]. (4.2.44)

Este resultado es consistente con otros dos métodos analíticos para calcular
el número de Chern [56, 123]. El primer método consiste en determinar el
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Figura 4.5 Diagramas de fase en el modelo de Haldane. (a) Representación de las diferentes
fases topológicas de ambas bandas, considerando ϕ = π/2. Se muestran las bandas en los
puntos de Dirac y el color índica el signo de la curvatura, color rojo (azul) corresponde a
curvatura positiva (negativa). (b) Diagrama de fase del modelo de Haldane, igual a Fig. 3.6,
pero en este caso se ilustra el número de Chern para las diferentes regiones.

grado de Brouwer del mapeo λ̂(k) [56]. En topología el grado de un mapeo
continuo, λ̂(k), entre dos variedades de la misma dimensión es un número
que representa el número de veces que la variedad de dominio (T 2) envuelve la
variedad de rango (S2) bajo el mapeo [83]. Mientras que el segundo tratamiento
consiste en aplicar un método de regularización que asemeja al teorema de los
residuos [123], similar al aplicado en este trabajo. El número de Chern esta
determinado por los signos que toma la masa de Haldane y el valor del flujo
en cada valle. Analizamos los tres casos clave (véase Fig. 4.5) :

Caso crítico m = ξ3
√
3t′ sinϕ: El número de Chern no está bien definido

por Ec. 4.2.44, ya que según Ec. 4.2.40 se requiere que mξ
H ̸= 0.

Caso no trivial |m| < ξ3
√
3t′ sinϕ: El número de Chern puede tomar

dos valores:

• Caso ϕ ∈ [−π/2, 0): Tenemos que sign(m+
H) = +1, mientras que

sign(m−
H) = −1, por lo tanto C− = +1.

• Caso ϕ ∈ (0, π/2]: Tenemos que sign(m+
H) = −1, mientras que

sign(m−
H) = +1, por lo tanto C− = −1.

Caso trivial |m| > ξ3
√
3t′ sinϕ: Sin importar el sign(m), el número de

Chern es C− = 0. Caso equivalente a grafeno con masa.

Por lo tanto, el modelo de Haldane en ciertos regímenes presenta fases no tri-
viales, que son equivalentes a las que presentan en el efecto Hall cuántico. Las
fases no triviales aparecen cuando no hay simetría de inversión temporal, lo
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que implica que el número de Chern puede ser distinto de cero. En ese sentido,
sistemas similares que presenten estas fases se les llama aislantes de Chern.
Estos sistemas han mostrado ser grandes candidatos a la próxima generación
de tecnologías de información, computación y de almacenamiento [124–131].
En el siguiente capítulo finalizaremos el estudio del modelo de Haldane, de-
terminando la correspondencia bulto-frontera, donde asociamos el número de
Chern a estados en el borde.

4.2.4. Aislantes topológicos y el invariante Z2

Al final del capítulo 3, mencionamos que aunque el modelo de Haldane no
se ha realizado experimentalmente en grafeno, se ha logrado obtener en otros
sistemas de materia condensada [95–97]. Sin embargo, Kane y Mele [49, 98]
propusieron una variante del modelo de Haldane que se basa en la simetría de
inversión temporal y la conservación de un término de espín-órbita.

En el modelo de Kane-Mele, la simetría de inversión temporal conduce
al teorema de Kramers, que establece que hay pares de Kramers [132, 133]
en ciertos puntos k ∈ T 2, denominados Momentos Invariantes de Reversión
Temporal (TRIM, por sus siglas en inglés). En estos puntos, las funciones de
onda son singulares. Mediante un análisis similar al del modelo de Haldane,
se pueden identificar diferentes fases, tanto triviales como no triviales. Sin
embargo, la presencia de inversión temporal implica que el número de Chern
es cero, lo que significa que las fases no triviales deben estar caracterizadas
por otro invariante topológico. En esta situación, se define un índice ν que
depende del Pfaffiano de la representación matricial del operador T y que
indica el número de pares de ceros complejos del Pfaffiano [98]. El índice ν es
un invariante topológico que solo puede tomar valores de 0 o 1, por lo que se
conoce como invariante Z2 [98, 134–138].

El modelo de Kane-Mele ha abierto el camino al estudio de nuevos materia-
les conocidos como aislantes topológicos [71]. A diferencia de los aislantes de
Chern, en los aislantes topológicos, las fases no triviales están protegidas por
la simetría de inversión temporal. Estos materiales, a diferencia de los aislantes
convencionales, son aislantes en el bulto y conductores en los bordes. Además,
la fase topológica predicha por Kane y Mele, conocida como efecto Hall cuán-
tico de espín (QSH ), se ha reproducido de manera experimental [103, 104] y
posteriormente se ha generalizado a tres dimensiones [139–141].
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Sistemas finitos

5.1. Estados de borde

En física de la materia condensada, muchos fenómenos están relacionados
con la formación de estados de borde o superficie a lo largo de la interfaz de dos
medios distintos. Estos estados se forman debido a la transición brusca entre
medios con propiedades distintas. Su existencia usualmente se ha explicado
como la manifestación de los mecanismos de Tamm [142] o Shockley [143].
Aunque no hay una distinción física estricta entre estos mecanismos, son dis-
tintos cualitativa y matemáticamente. Los estados de borde o de superficie tipo
Tamm son aquellos generados por una fuerte perturbación debida a la termi-
nación asimétrica de un potencial periódico. Mientras tanto, los estados de
borde tipo Shockley son aquellos que resultan del cruce de bandas adyacentes
y pueden existir sin una perturbación superficial.

En el contexto de materia topológica no trivial, los estados de borde son
estados topológicos que viven en la frontera entre dos regiones topológicamen-
te distintas [71]. El primer ejemplo de estado de borde topológico fue intro-
ducido por R. Jackiw y C. Rebbi en el contexto de la teoría de campos en
una dimensión [144]. Por otro lado, en materia condensada existen estados
topológicos unidimensionales en el poliacetileno, mejor conocido como modelo
SSH [145, 146]. Este modelo describe el poliacetileno como un polímero unidi-
mensional que consiste en una cadena dimerizada de átomos. En este modelo
se presenta una topología no trivial debido a la dimerización, que se considera
como una distorsión de la red (distorsión de Peierls [147]). Además, si la cadena
es finita, aparecen estados de borde que están relacionados con las propiedades
topológicas del material [2].

En el capítulo anterior se mencionó una de las características del efecto
Hall cuántico [38] es la presencia de estados de borde [40]. Para caracterizarlos
se consideró una cinta infinita de ancho x1−x2 (véase Fig. 5.1 (a)), en la que se
replicó el efecto Hall. El argumento utilizado para la aparición de los estados
de borde, se basa en flexionamiento de los niveles de Landau en los límites de la
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Figura 5.1 Estados de borde en el efecto Hall cuántico. (a) Niveles de Landau de una cinta
infinita de ancho x2 − x1. Cerca del borde de la muestra los niveles de Landau se flexionan,
por lo que hay estados que cruzan el nivel de Fermi. (b) Los electrones en el bulto de una
muestra tienen un movimiento orbital tipo ciclotrón. Mientras que los electrones en el borde
no pueden completar la órbita, por lo que se produce un salto de órbita que se propaga a lo
largo del borde.

muestra debido a la diferencia de potencial entre esta y el vacío. Además, estos
estados en el borde se relacionan con la cuantización de la conductividad Hall.
Posteriormente, Thouless y colaboradores demostraron que el número entero
obtenido en el efecto Hall cuántico es un invariante topológico [41], y años
después, Hatsugai demostró la correspondencia entre este invariante topológico
y el número de estados de borde [117, 118]. En el efecto Hall cuántico, el
número de estados de borde es proporcional al número de niveles de Landau.
Estos estados se pueden entender mediante el salto de órbita ciclotrón (véase
Fig. 5.1 (b)), los electrones cercanos en los extremos de la muestra no pueden
realizar órbitas completas, por lo que los electrones rebotan contra el extremo
de la muestra y se desplazan en una dirección. En cada borde solo hay estados
que se mueven en una dirección, y la dirección es opuesta para los bordes
opuestos. Estos estados se denominan estados de borde quirales [71, 148].

En los aislantes de Chern bidimensionales, pueden existir estados metálicos
en la interfaz entre dos regiones con invariantes topológicos diferentes. El vacío
se considera una región topológica trivial. Cuando la simetría de inversión tem-
poral se rompe, el invariante topológico que caracteriza a estos materiales es
el número de Chern. Además, existe una correspondencia bien conocida entre
el invariante topológico del volumen del material y el número de estados de
borde en el material [71, 119], esta correspondencia se conoce como correspon-
dencia bulto-frontera o en la literatura inglesa como bulk-edge correspondence.
En la siguiente sección, tomando como ejemplo los modelos anteriores pero
en su representación finita, mostraremos la correspondencia bulto frontera ob-
teniendo la estructura de bandas y los estados de borde en cada una de sus
correspondientes fases topológicas.
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Figura 5.2 Estructura de nanocintas de grafeno con (a) borde zigzag (cinta zigzag) y (b)
borde armchair (cinta armchair). Los rectángulos punteados definen las celdas unitarias. El
ancho de la cinta está determinado por el número total de sitios, ambos sitemas tienen 2N
sitios, N = 6 para cinta zigzag y N = 11 para cinta armchair.

5.2. Nanocintas de grafeno

En los modelos analizados en los capítulos 2 y 3, se asumió que la red de
grafeno era periódica en ambas direcciones, lo que implica que no tiene bordes.
Sin embargo, en una red con bordes, la periodicidad se rompe en la dirección
perpendicular a este. Por lo tanto, para el estudio de los estados de borde
utilizaremos una red que es periódica en una dirección, pero finita en la otra.
A estos sistemas se les denomina cintas o nanocintas de grafeno.

Las nanocintas de grafeno han sido estudiadas durante muchos años, sin
embargo, en la década de los 90’s fueron de particular importancia los estudios
de M. Fujita y colaboradores [149–151], debido al creciente interés que en esa
época existía debido al descubrimiento de los nanotubos de carbono [1, 6].
Para describir las propiedades electrónicas de una nanocinta utilizaremos un
modelo de amarre fuerte, Ec. 2.2.9, el cual reescribimos aquí,

H = −t
∑
r

3∑
m=1

a†rbr+δm + H.c.. (5.2.1)

En una nanocinta, la periodicidad de la red se rompe en la dirección perpendi-
cular al borde, entonces la representación de Fourier de operadores de creación
y aniquilación en Ec. 2.2.10 deja de ser aplicable. Para tener en cuenta la falta
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de invariancia de traslación, tomamos una transformada parcial de Fourier

aα,β =
1√
Nα

∑
kα∈BZ

eikααakα(β), a†α,β =
1√
Nα

∑
kα∈BZ

eikααa†kα(β), (5.2.2)

donde Nα es el número de celdas unitarias en la dirección α. En la Ec. 5.2.1,
cada sitio r tiene coordenadas (α, β) y hemos supuesto un borde a lo largo
de la dirección α con los operadores que satisfacen aα,β = aα+Nα,β. En la
ecuación anterior, akα(β) es un operador mixto, ya que depende de la posición
β y momento kα. Sustituyendo los operadores de creación y aniquilación en el
hamiltoniano, y remplazando kα → k tenemos que

H = −t
∑
α,β

3∑
m=1

[
1

Nα

∑
k,k′

(
e−ikαa†k(β)e

ik′(α+δα,m)bk′(β + δβ,m)
)]

+H.c., (5.2.3)

donde δα,m denota la coordenada α del vector δm. Reordenando términos e
intercambiando las sumas,

H = −t
∑
β,k,k′

3∑
m=1

[(
1

Nα

∑
α

ei(k
′−k)α

)
eik

′δα,ma†k(β)bk(β + δβ,m)

]
+ H.c..

(5.2.4)
Utilizando la definición delta de Kronecker, Ec. 2.2.13, sumando sobre k′ y
reorganizando índices, el hamiltoniano resultante toma la forma

H = −t
∑
k,β

3∑
m=1

[
eikδα,ma†k(β)bk(β + δβ,m) + e−ikδα,mb†k(β + δβ,m)ak(β)

]
,

(5.2.5)
donde podemos definir fk,m = −teikδα,m . Por lo tanto la transformación del
hamiltoniano está dada por

H =
∑
k,β

3∑
m=1

[
a†k(β) fk,m bk(β + δβ,m) + b†k(β + δβ,m) f

∗
k,m ak(β)

]
. (5.2.6)

El hamiltoniano anterior es la representación en espacio y momento del modelo
de amarre fuerte. Es importante mencionar que no hemos utilizado ninguna
suposición sobre el tipo de borde e incluso tampoco hemos restringido la deri-
vación a algún tipo particular de red cristalina. Por lo que con las definiciones
apropiadas en el factor de estructura fk,m y en los operadores, el hamiltoniano
anterior puede ser utilizado para estudiar nanocintas con cualquier geometría,
siempre y cuando se cumplan las condiciones periódicas establecidas.

En el caso particular de una red de panal de abeja, como el grafeno, existen
dos formas básicas del borde, zigzag [149] y armchair [152, 153], como se
muestra en la Fig. 5.2 (a) y Fig. 5.2 (b) respectivamente. El ancho de las
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cintas está determinado por 2N el número total de sitios. Así, el ancho de una
nanocinta zigzag Wz, y de una nanocinta armchair Wa están dados por

Wz = a

(
3

2
N − 1

)
, Wa = a

√
3

2
(N − 1) (5.2.7)

donde a ≈ 1.42 Å es la distancia entre átomos de carbono. También existen
otras combinaciones, que no abordaremos en este trabajo, tal es el caso del
borde de Klein [154, 155].

5.2.1. Borde zigzag

Consideremos el caso del borde zigzag, Fig. 5.2 (a). La red es periódica en
la dirección x y finita en la dirección transversal y. Así, en base a la Ec. 5.2.6,
tenemos que α = x y β = y, por lo que el hamiltoniano es

H =
∑
k,y

3∑
m=1

[
a†k(y) fk,m bk(y + δy,m) + b†k(y + δy,m) f

∗
k,m ak(y)

]
. (5.2.8)

En la dirección y la nanocinta es finita, por lo que podemos usar coordenadas
discretas. Para este sistema se tiene un total de 2N sitios en la celda unitaria.
En la Fig. 5.2 (a) los sitios A y B tienen tres vecinos correspondientes, por lo
que

H = −t
∑
k

N∑
n=1

[
(eikδx,1 + eikδx,2)a†k(n)bk(n) + eikδx,3a†k(n)bk(n− 1) + H.c.

]
.

(5.2.9)
Para simplificar y usar posteriormente, definimos los términos J1 = −t(eikδx,1+
eikδx,2) = −2t cos

(
k
√
3a/2

)
, J2 = −teikδx,3 = −t. Así, el hamiltoniano se rees-

cribe como

H =
∑
k

N∑
n=1

[
J1a

†
k(n)bk(n) + J2a

†
k(n)bk(n− 1) + H.c.

]
. (5.2.10)

Notemos que el hamiltoniano anterior es idéntico al de una cadena SSH con
parámetros de salto alternados [145], por lo que hemos reducido el problema
bidimensional de nanocinta, al de una cadena unidimensional. Para simplificar
la ecuación anterior, es útil definir un operador de desplazamiento D tal que
Dak(n) = ak(n+ 1) y DTak(n) = ak(n− 1) cuya forma matricial es

D =


0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
0 0 0 0 . . .
...

...
...

... . . .

 , (5.2.11)
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Figura 5.3 Estructura de bandas para grafeno prístino con borde zigzag para (a) N = 5, (b)
N = 15 y (c) N = 30. En el nivel de Fermi (EF = 0) aparece una banda plana degenerada
que aumenta su anchura de forma proporcional al ancho de la cinta.

y tiene dimensión N ×N . Por tanto, el hamiltoniano se reescribe como

H =
∑
k

N∑
n=1

[
J1a

†
k(n)bk(n) + J2a

†
k(n)D

T bk(n) + H.c.
]
. (5.2.12)

La ecuación anterior está simplificada, sin embargo, es conveniente definir los
operadores globales

Ψ†
k,A =

{
a†k(1), a

†
k(2), . . . , a

†
k(N)

}
, Ψ†

k,B =
{
b†k(1), b

†
k(2), . . . , b

†
k(N)

}
,

(5.2.13)

los cuales son vectores de dimension 1×N y contienen la información de cada
sitio de la red. Por lo tanto, la representación matricial de la Ec. 5.2.12 es de
la forma

H =
∑
k

(
Ψ†

k,A Ψ†
k,B

)(
0N J1IN + J2D

T

J1IN + J2D 0N

)(
Ψk,A

Ψk,B

)
, (5.2.14)

donde IN y 0N son la matriz identidad y la matriz de ceros, ambas de dimen-
sión N × N , respectivamente. Por lo que el hamiltoniano de Bloch para una
nanocinta es,

H(k) =

(
0N J1IN + J2D

T

J1IN + J2D 0N

)
, (5.2.15)

donde la dependencia en k es a través del término J1. En esta nueva represen-
tación, el hamiltoniano toma la forma

H =
∑
k

Ψ†
kH(k)Ψk, (5.2.16)

el cual se puede escribir en una nueva base tal que H = P−1DP donde D es
la matrix de eigenvalores y P la matriz cuyas columnas son los eigenvectores
de H. Por lo que para encontrar la estructura de bandas del sistema finito solo
basta con diagonalizar la matriz H.
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La Fig. 5.3 presenta los resultados numéricos obtenidos para nanocintas de
distintos tamaños. Se puede observar que el número de bandas en la nanocin-
ta está relacionado con el número de sitios que la componen. Es interesante
destacar la aparición de un estado no dispersivo que se localiza en un inter-
valo claramente definido. Este estado fue reportado previamente por Fujita et
al. [149].

Como lo mostraremos de forma analítica mas adelante, la aparición de este
estado se debe a las condiciones de contorno impuestas en la nanocinta. Ade-
más, en la Fig. 5.3 se pueden apreciar las diferentes formas de las bandas y
cómo varían en función del tamaño de la nanocinta. En las nanocintas más
pequeñas, las bandas están muy separadas entre si, mientras que en las na-
nocintas más grandes las bandas están mas compactas. Cabe destacar que las
bandas que están compactas son llamados estado de bulto, es decir, son estados
que están distribuidos en la nanocinta. Como lo demostraremos mas adelante,
la banda plana es un estado que solo está localizado en los sitios cercanos al
borde [149].

5.2.2. Borde armchair

Consideremos ahora el caso del borde armchair, Fig. 5.2 (a). La red es
infinitamente larga en la dirección x y finita en la dirección transversal y. Así,
en base a la Ec. 5.2.6, tenemos que α = x, β = y, por lo que el hamiltoniano
es

H =
∑
k,x

3∑
m=1

[
a†k(x) fk,m bk(x+ δx,m) + b†k(x+ δx,m) f

∗
k,m ak(x)

]
. (5.2.17)

En la Fig. 5.2 (a) los sitios A y B tienen tres vecinos correspondientes, por lo
que

H = −t
∑
k

N∑
n=1

[
eikδy,1a†k(n)bk(n− 1) + eikδy,2a†k(n)bk(n+ 1)+

+eikδy,3a†k(n)bk(n) + H.c.
]
.

(5.2.18)

Similarmente al borde zigzag, para simplificar y usar posteriormente, definimos
los términos T1 = −teikδy,3 = −te−ik, y T2 = −teikδy,1 = −teikδy,2 = −tei k2 . Por
lo que, el hamiltoniano se reescribe como

H =
∑
k

N∑
n=1

{
T1a

†
k(n)bk(n) + T2[a

†
k(n)bk(n− 1) + a†k(n)bk(n+ 1)] + H.c.

}
.

(5.2.19)
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ǵı

a
(e

V
)

(d)

N = 15

−π/2 k π/2

−2

0

2

(e)

N = 16

−π/2 k π/2

−2

0

2

(f)

N = 17

Figura 5.4 Estructura de bandas para grafeno prístino con borde armchair para (a) N = 3, (b)
N = 4, (c) N = 4, (d) N = 15, (e) N = 16, (f) N = 17. La estructura de bandas depende
de la anchura de la cinta, por lo que existen tres tipos de cintas armchair : semiconductoras
para N = 3m y N = 3m+ 1 [(a), (b), (d) y (e)] y metálicas para N = 3m+ 2 [(c) y (f)],
con m ∈ Z.

Nuevamente hacemos uso del operador D, por lo que se recupera el hamilto-
niano

H =
∑
k

N∑
n=1

{
T1a

†
k(n)bk(n) + T2[a

†
k(n)D

T bk(n) + a†k(n)Dbk(n)] + H.c.
}
.

=
∑
k

N∑
n=1

{
a†k(n)[T1 + T2(D

T +D)]bk(n) + H.c.
}
.

(5.2.20)
La ecuación anterior expresada en forma matricial, al igual que el caso zigzag,
es

H =
∑
k

(
Ψ†

k,A Ψ†
k,B

)( 0N T1IN + T2(D+D
T )

T †
1 IN + T †

2 (D+D
T ) 0N

)(
Ψk,A

Ψk,B

)
,

(5.2.21)
donde IN y 0N son la matriz identidad y la matriz de ceros, ambas de dimensión
N ×N , respectivamente. Identificamos el hamiltoniano de Bloch, tal que

H(k) =

(
0N T1IN + T2(D+D

T )

T †
1 IN + T †

2 (D+D
T ) 0N

)
. (5.2.22)

Los resultados numéricos para nanocintas de distinto tamaño se muestran en
la Fig. 5.4. En este caso, la estructura de bandas depende fuertemente de la
anchura de la cinta. Se ha demostrado que mediante un modelo de amarre
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fuerte existen tres tipos de cintas con borde armchair : la cinta es semicon-
ductora para N = 3m y N = 3m + 1, mientras que para N = 3m + 2 es
metálica [156] (véase Fig. 5.4), con m algún entero. No obstante, de acuerdo
a cálculos ab initio1, más especifícamente cálculos DFT (Density Functional
Theory en inglés), revelan que incluso para N = 3m+ 2 las bandas son semi-
conductoras [157, 158].

Finalmente, notemos que, contrario a lo que ocurre en el borde zigzag, en
este caso no aparecen estados de borde [159]. Además, debido a que en el borde
se dan átomos de las dos subredes, los valles están mezclados y no se puede
distinguir los valles K±.

5.2.3. Soluciones analíticas para los estados de borde

El formalismo de matrices que hemos utilizado para determinar la estruc-
tura de bandas en nanocintas con ambas geometrías es muy útil para encontrar
formas analíticas para los estados de borde. En esta sección, solo describiremos
la metodología para encontrarlos en una red zigzag pero el método se puede
generalizar a cualquier sistema finito con condiciones de frontera periódicas.

En general, la ecuación de eigenvalor para un sitio arbitrario n en ambas
geometrías se escribe como

H
(
ψA(n)
ψB(n)

)
= E

(
ψA(n)
ψB(n)

)
. (5.2.23)

Donde hemos omitido la dependencia en k y ψA/B(n) son las eigenfunciones
del hamiltoniano en el n-ésimo sitio. Para una red con borde zigzag usamos el
hamiltoniano en Ec. 5.2.15, es decir,(

0 J1IN + J2D
T

J1IN + J2D 0

)(
ψA(n)
ψB(n)

)
= E

(
ψA(n)
ψB(n)

)
. (5.2.24)

El operador de desplazamiento simplemente desplaza un sitio en el indice de
la función de onda, es decir Dψ(n) = ψ(n + 1) y DTψ(n) = ψ(n − 1), por lo
que se obtiene,

J1ψB(n) + J2ψB(n− 1) = EψA(n),

J1ψA(n) + J2ψA(n+ 1) = EψB(n). (5.2.25)

La ecuación anterior es un sistema de ecuaciones acopladas y se les conoce como
ecuaciones de Harper [160, 161]. Para resolver el sistema anterior, supongamos
que la función de onda es de la forma ψA(n) = Azn donde z es en general un
número complejo y A una constante de normalización2. Para encontrar una

1Proviene del latín que significa ”a partir de primeros principios”, que quiere decir que
sólo se asumen leyes básicas y bien establecidas. El modelo de amarre fuerte no es un cálculo
ab initio, ya que requiere parámetros experimentales, los saltos t.

2En general se puede utilizar ψA(n) = Azn + A′z−n, sin embargo cada término corres-
ponde a una solución particular de un borde de la nanocinta. Si el sistema es suficientemente
ancho entonces las soluciones se pueden considerar de manera independiente.
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solución para el estado de borde notemos que la ecuación anterior se tiene que
modificar para n = 1 ya que una condición de frontera es que el sitio ψB(0) = 0.
Para n = 1 escribimos

J1ψB(1) = EψA(1),

J1ψA(1) + J2ψA(2) = EψB(1), (5.2.26)

como una consecuencia de la condición de frontera. Para el otro borde en
n = N el procedimiento es idéntico, sin embargo, para simplificar el proble-
ma solo consideraremos las soluciones para un lado de la nanocinta. Además,
supondremos que la nanocinta es infinitamente ancha de tal manera que los
estados en lados opuestos no se mezclan entré si. Reescribimos ambos sistemas
de ecuaciones, Ec. 5.2.25 y Ec. 5.2.26, en términos del número complejo z,
donde

J1Bz
n + J2Bz

n−1 = EAzn,

J1Az
n + J2Az

n+1 = EBzn, (5.2.27)

son las ecuaciones para el bulto. Mientras que

J1Bz = EAz,

J1Az + J2Az
2 = EBz, (5.2.28)

corresponden a las ecuaciones del borde. Ambas ecuaciones se pueden escribir
en forma matricial, es decir(

−E J1 + J2z
−1

J1 + J2z −E

)(
Azn

Bzn

)
= 0, (5.2.29)

(
−E J1

J1 + J2z −E

)(
Az
Bz

)
= 0. (5.2.30)

La solución no trivial es cuando los determinantes de ambas ecuaciones son
nulos, lo cual nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones

E2 − J2
1 − J2

2 − J1J2(z + z−1) = 0,

E2 − J2
1 − J1J2z = 0. (5.2.31)

Entonces, las soluciones que satisfacen ambas ecuaciones son E = 0 y z = −J1
J2

,
las cuales corresponden a un estado no dispersivo (banda plana) a energía cero,
tal como se observa en la Fig. 5.3. Para encontrar la forma de la función de
onda nos apoyamos en la solución de la Ec. 5.2.30 ya que si E = 0 y J1 ̸= 0,
entonces B = 0. Por lo que la función de onda de este estado es

ψ(n) = A

(
−J1
J2

)n(
1
0

)
, (5.2.32)
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con energía E = 0. La solución corresponde a un estado localizado en el borde
de la nanocinta. Este estado de borde fué obtenido en [162] con un método
diferente al mostrado en este trabajo. La función de onda solo tiene com-
ponentes en los sitios A para un borde de la nanocinta y por simetría en
los sitios B para el borde opuesto. Además, debido a que la función de on-
da debe satisfacer |z| < 1 para que la solución no sea divergente, entonces
el término J1(k) = −2t cos

(
k
√
3a/2

)
determina la región en el espacio de

momento en el que el estado de borde está definido, el cuál está dado por
k ∈ (2

√
3π/9, 4

√
3π/9). La relación de dispersión de este estado se puede ob-

servar en Fig. 5.3 (c). Notese que cuando la nanocinta es mas estrecha, Fig. 5.3
(a) y (b), la estructura de bandas del estado de borde cerca de sus extremos
deja de ser plana. Esto se debe a que hay una hibridación con el estado del
borde opuesto. Finalmente, con el mismo procedimiento al descrito en esta sec-
ción, se puede demostrar que una nanocinta de grafeno con bordes armchair
no admite estados de borde [159], eso se puede observar en la Fig. 5.4.

5.3. Nanocintas de grafeno con masa

En el capítulo 3 estudiamos el grafeno con masa, que consiste en introducir
energías de sitio m y −m a los sitios A y B respectivamente. Determinamos que
esta modificación al grafeno prístino rompe la simetría de inversión espacial
I y por tanto se abre una brecha de energía. No obstante, en el capítulo 4
calculamos el número de Chern, C = 0, y concluimos que este sistema es un
aislante trivial. En este apartado, calcularemos las bandas para el grafeno con
masa finito con ambos bordes.

El hamiltoniano de amarre fuerte para el grafeno con masa está dado por
Ec. 3.1.2, que puede ser reescrito como

H = HG +Hm, (5.3.1)

donde HG es el hamiltoniano de grafeno prístino,

Hm = m
∑
r

(a†rar − b†r+δ3
br+δ3), (5.3.2)

es el hamiltoniano que contiene los términos de masa. Repetimos el mismo
proceso que en grafeno prístino para expresar el hamiltoniano en el espacio-k,

Hm =
∑
k

(
Ψ†

k,A Ψ†
k,B

)(
MN 0N
0N −MN

)(
Ψk,A

Ψk,B

)
, (5.3.3)

donde MN = mIN . Utilizando el mismo método que en las secciones anteriores
es sencillo demostrar que la representación matricial para grafeno con masa
con borde zigzag, Hz(k), es,

Hz(k) =

(
MN J1IN + J2D

T

J1IN + J2D −MN

)
, (5.3.4)
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Figura 5.5 Estructura de bandas para grafeno con masa con borde zigzag (fila superior) y
armchair (fila inferior). En ambos casos las bandas se separan, tenemos una brecha de energía
similar al caso infinito y no hay estados de borde. En el borde zigzag desaparecen los estados
metálicos.

y la correspondiente al borde armchair, Ha(k), está dado por

Ha(k) =

(
MN T1IN + T2(D+D

T )
[T1IN + T2(D+D

T )]† −MN .

)
(5.3.5)

En la Fig. 5.5 se muestra la estructura de bandas para grafeno con masa con
borde zigzag (fila superior) y armchair (fila inferior). Similarmente al caso
infinito (véase Fig 3.1), existe una brecha de energía proporcional a |m|. Para
ambos bordes las bandas se separan y en el borde zigzag tenemos que los
estados metálicos que formaban una banda plana se separan. Esto confirma
que el grafeno con masa es un aislante trivial.

5.4. Correspondencia bulto-frontera en el mode-
lo de Haldane

En el modelo de Haldane, en ciertos regímenes, pueden presentarse fases
equivalentes al efecto Hall cuántico. La aparición de estas fases se relaciona
con la ausencia de simetría de inversión temporal y están caracterizadas por
un invariante topológico [41, 48]. Al inicio de este capítulo, mencionamos que el
efecto Hall cuántico presenta estados de borde [40]. Así, una consecuencia de la
presencia de fases topológicas no triviales es la llamada correspondencia bulto-
frontera [119], que nos indica que el número de estados de borde en un aislante
topológico está relacionado con el correspondiente invariante topológico. Por
lo tanto, identificando la fase en la que se encuentra el material, se puede
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determinar el número máximo de estados de borde que puede presentar en su
representación finita. Para una demostración formal de esto, véase [119].

A continuación, utilizando el formalismo de matrices descrito en las sec-
ciones anteriores, construiremos el modelo de Haldane para un sistema finito
y obtendremos la estructura de bandas en sus diferentes fases topológicas,
Fig. 4.5, mostrando así la correspondencia bulto-frontera para este sistema.

Para comenzar, consideremos el hamiltoniano completo para el modelo de
Haldane, que está dado por Ec. 3.2.5, y que podemos reescribir como

H = Hm +HG +Hϕ (5.4.1)

donde Hm es el hamiltoniano que contiene las energías de sitios, HG el hamil-
toniano de grafeno prístino y

Hϕ = −t′
[

3∑
n=1

(∑
rA

a†rAarA+µn
eiϕ +

∑
rB

b†rBbrB+µn
e−iϕ

)
+ H.c.

]
, (5.4.2)

es el hamiltoniano que contiene la fase de Haldane. Aplicando el mismo método
que se utilizó para nanocintas de grafeno prístino, el hamiltoniano anterior
puede escribirse como

Hϕ =
∑
k,β

3∑
m=1

[
a†k(β) hk,me

iϕ ak(β + µβ,m) + b†k(β) hk,me
−iϕ bk(β + µβ,m) + H.c.

]
.

(5.4.3)
donde hemos supuesto que cada sitio r tiene coordenadas (α, β), con un borde
a lo largo de la dirección α y donde hk,m = −teiµα,m es el factor de estructura.
Similarmente al caso de las nanocintas prístinas, no hemos utilizado ninguna
suposición sobre el tipo de borde. Por lo que con las definiciones apropiadas
en el factor de estructura hk,m, considerar Hm y HG, el hamiltoniano anterior
puede ser utilizado para estudiar nanocintas con cualquier geometría.

En este sentido, calcularemos Hϕ para nanocintas zigzag y un procedi-
miento similar se puede seguir para nanocintas armchair. Entonces, la red es
periódica en la dirección x y finita en la dirección transversal y. Así, tenemos
que α = x y β = y, por lo que, el hamiltoniano de forma simplificada puede
escribirse como

Hϕ = −t′
∑
k

N∑
n=1

[Hϕ(n) + H.c.], (5.4.4)

donde en base a la Fig 5.2 tenemos

Hϕ(n) =
{
eiϕ
[
eikµx,1a†k(n)ak(n− 1) + eikµx,2a†k(n)ak(n+ 1) + eikµx,3a†k(n)ak(n)

]
+

+e−iϕ
[
eikµx,1b†k(n)bk(n− 1) + eikµx,2b†k(n)bk(n+ 1) + eikµx,3b†k(n)bk(n)

]}
.

(5.4.5)
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Figura 5.6 Estructura de bandas del modelo de Haldane con borde zigzag. Se considera varios
valores de m = {3

√
3t′ + ∆, 3

√
3t′, 3

√
3t′ −∆}, con ∆ = 0.1, y para un par de valores de

ϕ = {−π/2, π/2}. En todos los casos se toma los saltos como t = 1 eV y t′ = 0.1 eV.

En la ecuación anterior no hemos considerado el operador hermitiano conjuga-
do por simplicidad, pero se considera en Ec. 5.4.4. Hacemos uso de la definción
de operador D, por lo que

Hϕ(n) =
{
eiϕ
[
eikµx,1a†k(n)D

Tak(n) + eikµx,2a†k(n)Dak(n) + eikµx,3a†k(n)ak(n)
]
+

+e−iϕ
[
eikµx,1b†k(n)D

T bk(n) + eikµx,2b†k(n)Dbk(n) + eikµx,3b†k(n)bk(n)
]}

(5.4.6)

Dado que las componentes µx,1 = µx,2 = −
√
3a/2 y µx,3 =

√
3a, entonces se

recupera lo siguiente

Hϕ(n) =
{
a†k(n)

[
e−i

√
3ka
2

+iϕ(DT +D) + ei
√
3ka+iϕ

]
ak(n)+

+b†k(n)
[
e−i

√
3ka
2

−iϕ(DT +D) + ei
√
3ka−iϕ

]
bk(n)

}
. (5.4.7)

Por lo tanto, al sumar el operador hermitiano conjugado podemos simplificar y
definir los términos J3(ϕ) = −2t′ cos

(
ϕ−

√
3ka/2

)
, J4(ϕ) = −2t′ cos

(
ϕ+

√
3ka
)

y J ′
3 = J3(−ϕ), J ′

4 = J4(−ϕ). Así, el hamiltoniano en Ec. 5.4.4 se puede escribir
como

Hϕ =
∑
k

(
Ψ†

k,A Ψ†
k,B

)(J3I+ J4(D
T +D) 0N

0N J ′
3I+ J ′

4(D
T +D)

)(
Ψk,A

Ψk,B

)
.

(5.4.8)
Por último, al agregar Hm y HG correspondiente al borde zigzag, Ec. 5.3.4, el
hamiltoniano de Bloch para el modelo de Haldane es

H(k) =

(
MN + J3I+ J4(D

T +D) J1IN + J2D
T

J1IN + J2D −MN + J ′
3I+ J ′

4(D
T +D)

)
. (5.4.9)
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En la Fig. 5.6 se muestra la estructura de bandas del modelo de Haldane.
Hemos considerado una nanocinta con borde zigzag y tamaño N = 30. Para
describir la correspondencia bulto-frontera, consideremos ahora los diferentes
casos mostrados en el diagrama de fase de la Fig. 3.6, es decir los tres casos de
estudio:

En la fase trivial con número de Chern C = 0, que corresponde a las
figuras (a) y (d) de la Fig. 3.5, la nanocinta es semiconductora con una
brecha de energía proporcional a la masa de Haldane (véase Cap. 3).
Los estados de borde que aparecen en esta fase no cruzan la brecha y
son muy similares a los obtenidos en el caso de grafeno con masa. Estos
estados, aunque están localizados en el borde, no son topológicos ya que
no cruzan la brecha de energía. Además, desaparecen si cambiamos el
tipo de borde (véase Fig. 5.5).

En el caso crítico, mostrado en los paneles (b) y (e) de la Fig. 3.5, el núme-
ro de Chern no está definido debido a que no hay una brecha de energía.
Los estados que cruzan entre las bandas del bulto tienen componentes
en los bordes pero, como en el caso trivial, estos estados desaparecen si
cambiamos el tipo de borde.

Finalmente, en el caso no trivial donde C = −1 en la Fig. 3.5 (c) y
C = +1 en Fig. 3.5 (f), los estados claramente cruzan la brecha de
energía. En esta fase, si observamos las bandas de izquierda a derecha,
los estados de borde aparecen en la región donde están los múltiples
estados del bulto en la región de valencia y se fusionan con los estados
del bulto de la región de conducción. Aquí, los estados del bulto están
separados por una brecha de energía y solo los estados que cruzan la
brecha son metálicos. Por lo tanto, los electrones que se propagan por
la nanocinta, lo hacen por el borde metálico porque el bulto es aislante.
Esta es una característica de un aislante topológico.

En el primer caso con C = 0 existen estados de borde, pero estos no
cruzan la brecha de energía, por lo que el sistema es un aislante trivial. En el
segundo caso, la nanocinta es metálica ya que no hay brecha de energía. En
el ultimo caso con C = ±1, tenemos un estado que cruza el borde (un estado
por cada lado de la nanocinta), por lo que el sistema es un aislante en el bulto
y conductor en el borde, es decir, un aislante topológico. Esta descripción
general nos permite escribir la correspondencia bulto-frontera de la siguiente
manera: El número de estados de borde que cruzan la brecha de energía, es
igual al número de Chern de la banda anterior a la brecha y su dirección de
propagación es igual al signo de este número. Esto se observa, por ejemplo, en
la Fig. 3.5 (c). El estado que se origina desde las bandas superiores cruzando
la brecha con pendiente negativa es debido a que C = −1 en la banda inferior.
La banda con pendiente opuesta que también cruza la brecha corresponde al
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estado en el borde opuesto de la nanocinta. Este es uno de los resultados mas
importantes en los aislantes topológicos ya que con el solo hecho de calcular el
número de Chern en el sistema infinito, se puede predecir una propiedad del
sistema finito.
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Conclusiones

En este trabajo se realizó un estudio detallado de las propiedades electróni-
cas y topológicas de tres tipos de sistemas de grafeno, prístino, con masa y tipo
Haldane. En el Capítulo 2 y Capítulo 3 se encontraron soluciones analíticas
para la estructura de bandas y sus correspondientes funciones de onda. En el
Capítulo 4, la fase de Berry y su correspondiente número de Chern se obtu-
vieron analítica y numéricamente para describir las diferentes fases topológicas
de cada sistema. Adicionalmente, en el Capítulo 5 se estudió cada sistema
en su representación finita y se describió la correspondencia bulto-frontera. Se
evidenció que las propiedades topológicas de cada sistema están relacionadas
con la existencia o no de estados de borde.

En resumen, en esta tesis se ha realizado una descripción detallada de las
propiedades topológicas de una red cristalina de grafeno en presencia de térmi-
nos de masa y del modelo de Haldane. Se ha llevado a cabo un análisis teórico
completo de las simetrías y propiedades electrónicas. Una de las contribuciones
más importantes de este trabajo es el nivel de detalle con el que se ha descrito
cada sistema, lo que permite una comprensión más profunda y sistemática de
sus propiedades topológicas y electrónicas. Aunque existen algunos trabajos
en la literatura que describen estos sistemas [2, 65, 71], consideramos que este
trabajo unifica y amplía las descripciones existentes. Además, se ha enfocado
en describir las propiedades topológicas y electrónicas paso a paso, lo que hace
que este trabajo sea una guía útil para otros investigadores interesados en estos
temas.

Es importante destacar que los materiales bidimensionales, especialmente
el grafeno, tienen un gran potencial en aplicaciones tecnológicas en campos
como la informática y el almacenamiento de información. Pero también re-
presentan un campo de interés teórico, en particular los aislantes topológicos,
cuya descripción está estrechamente ligada con matemáticas complejas y otras
ramas de la física, como la Física de Altas Energías. Por lo tanto, el estudio
profundo de las propiedades de estos materiales no solo es importante para su
aplicación en tecnología, sino que también permite una mejor comprensión de
los fenómenos físicos en sistemas complejos.
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Finalmente, es importante destacar que aún quedan problemas abiertos
para futuras investigaciones. En particular, en el Capítulo 4 se describió la
teoría geométrica de bandas y se calculó la curvatura de Berry. No obstante,
para obtener esta cantidad se utiliza el llamado tensor métrico, el cual con-
tiene otra cantidad física importante conocida como métrica cuántica. Sería
interesante estudiar en detalle su relación con las propiedades topológicas de
los sistemas en cuestión, ya que esta métrica cuántica es una medida de la
distancia entre estados cuánticos.

Además, en el Capítulo 5 se describió la correspondencia bulto-frontera.
Se encontraron diferentes estados de borde que no necesariamente son topo-
lógicos, sin embargo, dependen mucho del tipo de borde. Recientemente, se
ha encontrado que los estados de borde en el grafeno prístino se pueden ca-
racterizar con otro invariante topológico relacionado con algo llamado Fase de
Zak [66]. Esto sugiere que dichos estados también tienen un carácter topoló-
gico. Sería muy útil encontrar una clasificación más general de los estados de
borde tipo Berry o tipo Zak y describir sus diferencias.



A
Hamiltoniano de modelo de dos bandas

El Hamiltoniano para un modelo de dos bandas está dado por

H(k) = λ0(k) σ0 + λ(k) · σ, (A.0.1)

donde λ(k) = {λx(k), λy(k), λz(k)}, σ0 = 12×2 es la matriz identidad y σ =
(σx, σy, σz) es el vector de las matrices de Pauli. La ecuación de eigenvalor a
resolver es

H(k) |Ψ(k)⟩ = E(k) |Ψ(k)⟩ , (A.0.2)

donde |Ψ(k)⟩ es un pseudo-espinor con componentes {ψ1(k), ψ2(k)}, E(k) es
la relación de dispersión. Así, los eigenvalores están dado por la ecuación ca-
racterística

det{[λ0(k)− E(k)]σ0 + λ(k) · σ} = 0. (A.0.3)

Omitiendo la dependencia en k por simplicidad, el determinante se escribe
como∣∣∣∣λ0 + λz − E λx − iλy

λx + iλy λ0 − λz − E

∣∣∣∣ = (λ0 − E)2 − (λ2x + λ2y + λ2z) = 0. (A.0.4)

Así, al resolver, obtenemos la relación de dispersión,

Eη = λ0 + ηλ, (A.0.5)

donde η = ±1 es el índice de banda y λ = |λ|. Por otra parte para calcular los
eigenvectores o funciones de onda, se tiene la siguiente ecuación matricial(

λz − ηλ λx − iλy
λx + iλy −λz − ηλ

)(
ψ1

ψ2

)
=

(
0
0

)
. (A.0.6)

De aquí se obtienen las siguientes identidades

ψ1 = −λx − iλy
λz − ηd

ψ2, ψ1 =
λz + ηλ

λx + iλy
ψ2. (A.0.7)
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Si utilizamos la segunda identidad la función de onda es de la forma

|Ψη⟩ =
ψ2

λz + ηλ

(
λz + ηλ
λx + iλy

)
. (A.0.8)

Mediante la condición de normalización ⟨Ψξ|Ψξ⟩ = 1, podemos determinar el
valor de ψ2, por lo que

⟨Ψη|Ψη⟩ =
(ψ2)

2

(λz + ηλ)2
(
λz + ηλ λx − iλy

)(λz + ηλ
λx + iλy

)
=

(ψ2)
2

(λz + ηλ)2
[(λz + ηλ)2 + λ2x + λ2y]

=
(ψ2)

2

(λz + ηλ)2
[λ2z + η2λzλ+ λ2 + λ2x + λ2y]

=
(ψ2)

2

(λz + ξλ)2
2λ(λ+ ηλz).

(A.0.9)

Por lo tanto la función de onda normalizada está dada como

|Ψη⟩ =
1√

2λ(λ+ ηλz)

(
λz + ηλ
λx + iλy

)
. (A.0.10)



B
Simetrías discretas en modelo de dos bandas

Aplicaremos los operadores de inversión temporal T , agujero-partícula P , qui-
ralidad S e inversión espacial I, descritos en la sección 2.4, a un hamiltoniano
de dos bandas, para determinar las condiciones necesarias que debe tener el
hamiltoniano para ser invariante ante estos operadores. Consideremos el ha-
miltoniano para un modelo de dos bandas

H(k) = λ0(k) σ0 + λ(k) · σ, (B.0.1)

donde k ∈ T n y λ0(k) y λ(k) son funciones reales.

Simetría de inversión espacial.
La condición de simetría de inversión espacial está dada como

σxH(k)σx = H(−k), (B.0.2)

entonces, sustituyendo Ec. B.0.1 en la ecuación anterior

σxH(k)σx = σx(d0(k) σ0 + λ(k) · σ)σx
= λ0(k) σ0 + λx(k) σx − λy(k) σy − λz(k) σz

= λ0(−k) σ0 + λx(−k) σx + λy(−k) σy + λz(−k) σz.

(B.0.3)

Para preservar la simetría de inversión es necesario que, termino a termino se
cumpla que,

λ0(k) = λ0(−k), λx(k) = λx(−k), λy(k) = −λy(−k), λz(k) = −λz(−k),
(B.0.4)

lo cual implica que las funciones λ0(k) y λx(k) tienen que ser pares, mientras
que λy(k), λz(k) tendrían que ser impares.

Simetría de inversión temporal.
Por otro lado, la condición de simetría de inversión temporal es

H(k)∗ = H(−k), (B.0.5)
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así, al aplicarlo a Ec. (B.0.1) tenemos

H(k)∗ = (d0(k) σ0 + λ(k) · σ)∗
= λ0(k) σ0 + λx(k) σx − λy(k) σy + λz(k) σz

= λ0(−k) σ0 + λx(−k) σx + λy(−k) σy + λz(−k) σz,

(B.0.6)

por lo cual se satisfacen las siguientes relaciones

λ0(k) = λ0(−k), λx(k) = λx(−k), λy(k) = −λy(−k), λz(k) = λz(−k).
(B.0.7)

esto implica que λ0(k), λx(k), λz(k) son funciones pares y λy(k) es impar.

Simetría quiral.
Por otra parte, la simetría quiral se leé

σzH(k)σz = −H(k), (B.0.8)

esto es
σzH(k)σz = σz(d0(k) σ0 + λ(k) · σ)σz

= λ0(k) σ0 − λx(k) σx − λy(k) σy + λz(k) σz

= −λ0(k) σ0 − λx(k) σx − λy(k) σy − λz(k) σz,

(B.0.9)

⇒ λ0(k) = −λ0(k), λx(k) = λx(k), λy(k) = λy(k), λz(k) = −λz(k),
(B.0.10)

esto implica que necesariamente λ0(k) = λz(k) = 0.

Simetría agujero-partícula.
Por último la simetría agujero-partícula P es la combinación de la simetría

quiral y simetría de inversión temporal P = S · T , por lo que la condición es

σzH(k)∗σz = −H(−k), (B.0.11)

entonces
σzH(k)∗σz = σz(d0(k) σ0 + λ(k) · σ) ∗ σz

= λ0(k) σ0 − λx(k) σx + λy(k) σy + λz(k) σz

= −λ0(−k) σ0 − λx(−k) σx − λy(−k) σy − λz(−k) σz,

(B.0.12)

por lo tanto debe cumplirse que

λ0(k) = −λ0(−k), λx(k) = λx(−k), λy(k) = −λy(−k), λz(k) = −λz(−k),
(B.0.13)

entonces λ0(k), λy(k) y λz(k) son impares, mientras que λx(k) es par.

Las cuatro condiciones encontradas serán de utilidad para identificar sime-
trías en un sistema de dos bandas. Además, notemos que un sistema de dos
bandas que presente estas cuatro simetrías a la vez, debe cumplir que

λ0(k) = 0, λx(k) = λx(−k), λy(k) = −λy(−k), λz(k) = 0. (B.0.14)

En el capítulo 2 se muestra que el grafeno prístino presenta estas cuatro sime-
trías.



C
Tensor métrico de modelo de dos bandas

En esta sección mostraremos el cálculo para encontrar el tensor geométrico
cuántico (TGC) [45, 46, 114] de un modelo de dos bandas. Considerando un
modelo n-dimensional de m bandas, el TGC está dado por

Qη
µν(k) = gηµν(k)−

i

2
Ωη

µν(k), (C.0.1)

donde η = 1, 2, . . . ,m es el índice de banda, k ∈ T n es el momento cristalino1,
gηµν(k) es la métrica cuántica y Ωη

µν(k) es la curvatura de Berry.
Se ha demostrado que un enfoque basado en el operador proyector es útil

para encontrar con facilidad el TGC en un modelo de m bandas [163]. En
términos del operador proyector el TGC se escribe como [114, 163]:

Qη
µν = ⟨∂µΨη| (1− P η) |∂νΨη⟩ ≡ Tr{∂µP η(1− P η)∂νP

η}, (C.0.2)

donde 1m es la matriz identidad de dimensión m × m, |Ψη⟩ son las eigen-
funciones, P η = |Ψη⟩ ⟨Ψη| el operador proyector y además hemos omitido la
dependencia en k por simplicidad.

En base a las soluciones obtenidas para un modelo de dos bandas en el
apéndice A, el operador proyector estará dado por

P η = |Ψη⟩ ⟨Ψη| ,

=
1

2λ(λ+ ηλz)

(
λz + ηλ
λx + iλy

)(
λz + ηλ λx − iλy

)
,

=
1

2λ(λ+ ηλz)

(
(λz + ηλ)2 (λz + ηλ)(λx − iλy)

(λx + iλy)(λz + ηλ) λ2x + λ2y

)
,

=
η

2λ

(
λz + ηλ (λx − iλy)

(λx + iλy) λz − ηλ

)
,

=
1

2
[12 + λη · σ] ,

(C.0.3)

1En general se puede considerar cualquier espacio de parámetros κ = (κ1, κ2, . . . , κm),
como se menciona en el capítulo 4.
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donde λη = ηλ/λ. Entonces el operador ∂µP η(12 − P η)∂νP
η está dado por

∂µP
η(12 − P η)∂νP

η =
1

8
[∂µλ

η · σ] [12 − λη · σ] [∂νλη · σ]

=
1

8
(∂µλ

η · σ)(∂νλη · σ)− 1

8
(∂µλ

η · σ)(λη · σ)(∂νλη · σ)
(C.0.4)

Para cuales quiera vectores a y b, se cumple la siguiente propiedad

(a · σ) · (b · σ) = (a · b) 12×2 + i(a× b) · σ, (C.0.5)

la cuál es útil para reescribir Ec. C.0.4. Por simplicidad reescribiremos término
a término el operador C.0.4, esto es

1

8
(∂µλ

η · σ)(∂νλη · σ) = 1

8
(∂µλ

η · ∂νλη
12 + i(∂µλ

η × ∂νλ
η) · σ), (C.0.6)

1

8
(∂µλ

η · σ)(λη · σ)(∂νλη · σ) = 1

8
(∂µλ

η · σ)(λη · ∂νλη
12 + i(λη × ∂νλ

η) · σ),

=
1

8
[(λη · ∂νλη)∂µλ

η − ∂µλ
η × (λη × ∂νλ

η)] · σ+

+
i

8
[∂µλ

η · (λη × ∂νλ
η)] 12.

(C.0.7)
Una de las propiedades de las matrices de Pauli es que Tr(σi) = 0, entonces
Tr{h · σ} = 0, ∀h. Por lo que,

Tr
{
1

8
(∂µλ

η · σ)(∂νλη · σ)
}

=
1

8
∂µλ

η · ∂νλη
12, (C.0.8)

Tr
{
1

8
(∂µλ

η · σ)(λη · σ)(∂νλη · σ)
}

=
i

8
[∂µλ

η · (λη × ∂νλ
η)] 12. (C.0.9)

Dado que la Tr{12} = 2, entonces el TGC se reduce a

Qη
µν =

1

4
[∂µλ

η · ∂νλη + iλη · (∂µλη × ∂νλ
η)]. (C.0.10)

Identificamos la métrica cuántica y la curvatura de Berry:

gηµν =
1

4
∂µλ

η · ∂νλη, Ωη
µν = −1

2
λη · (∂µλη × ∂νλ

η). (C.0.11)

No obstante podemos reescribir ambos tensores en términos de λ, lo cuál es de
utilidad porque es fácil identificar en el hamiltoniano. Para la métrica cuántica
tenemos

gηµν =
1

4
∂µλ

η · ∂νλη,

=
1

4

[(
1

λ
∂µλ− ∂µλ

λ2
λ

)
·
(
1

λ
∂νλ− ∂νλ

λ2
λ

)]
, (C.0.12)

=
1

4

[
1

d2
(∂µλ · ∂νλ)−

∂µλ

λ3
(λ · ∂νλ)−

∂νλ

λ3
(λ · ∂µλ) +

1

λ2
∂µλ∂νλ

]
.
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Considerando que ∂µd = (d · ∂µd)/d, entonces

gηµν =
1

4

[
1

λ2
(∂µλ · ∂νλ)−

∂µλ

λ3
(λ · ∂νλ)−

∂νλ

λ3
(λ · ∂µλ) +

1

λ2
∂µλ∂νλ

]
,

=
1

4

[
1

λ2
(∂µλ · ∂νλ)−

1

λ4
(λ · ∂µλ)(λ · ∂νλ)

]
, (C.0.13)

=
1

4λ2

[
∂µλ · ∂νλ− (λ · ∂µλ)(λ · ∂νλ)

λ4

]
.

Por otro lado, la curvatura de Berry se reescribe como

Ωη
µν = −1

2
λη · (∂µλη × ∂νλ

η),

= − η

2λ
λ ·
[(

1

λ
∂µλ− ∂µλ

λ2
λ

)
×
(
1

λ
∂νλ− ∂νλ

λ2
λ

)]
, (C.0.14)

= − η

2λ
λ ·
[
1

λ2
(∂µλ× ∂νλ)−

∂µλ

λ3
(λ× ∂νλ)−

∂νλ

λ3
(∂µλ× λ)

]
,

= − η

2λ3
λ · (∂µλ× ∂νλ).

Por lo tanto, para un modelo de dos bandas el tensor geométrico cuántico está
dado por

Qη
µν =

1

4λ2

[
∂µλ · ∂νλ− (λ · ∂µλ)(λ · ∂νλ)

λ4
+ i

η

λ
λ · (∂µλ× ∂νλ)

]
. (C.0.15)

En la ecuación anterior se muestra la dependencia explicíta del vector λ. Por lo
que, este vector es de gran importancia para describir las propiedades geomé-
tricas y topológicas del sistema. Así, los resultados encontrados en esta sección
serán de utilidad para calcular la curvatura de Berry y por tanto el número de
Chern de los sistemas tratados en este trabajo (Capítulo 4).
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