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Resumen

Los materiales bidimensionales poseen un gran potencial para liderar la
proxima generacion de dispositivos electrénicos gracias a sus singulares pro-
piedades fisicas. En particular, los aislantes topologicos son notables por su
capacidad de conducir electricidad en los bordes, a diferencia de los aislantes
convencionales que no presentan esta propiedad. Ademas, la geometria cuan-
tica se enfoca en el estudio de las propiedades geométricas de las funciones
de onda de sistemas cuanticos en el espacio de Hilbert. Las propiedades mas
conocidas son la fase y la curvatura de Berry, las cuales proporcionan informa-
cion sobre las fases topologicas y predicen la existencia de estados de borde.
En esta tesis, estudiamos las propiedades topolégicas de estructuras crista-
linas hexagonales, centrandonos en las descripciones de diferentes sistemas
obteniendo soluciones analiticas exactas y, en ocasiones, mediante soluciones
numéricas. Especialmente, analizamos el grafeno pristino, grafeno con masa y
el modelo de Haldane. Obtenemos formas analiticas para la curvatura y fase de
Berry, caracterizando asi las diferentes fases topologicas. Ademas, exploramos
la correspondencia bulto-frontera, que relaciona las propiedades topologicas
del sistema periddico con la presencia de estados de borde en el sistema finito.

XI



Abstract

Two-dimensional materials have great potential to lead the next generation
of electronic devices due to their unique physical properties. In particular, to-
pological insulators are notable for their ability to conduct electricity on their
edges, unlike conventional insulators which do not have this property. Further-
more, quantum geometry focuses on the study of the geometric properties of
wave functions of quantum systems in Hilbert space. The most well-known
properties are the Berry phase and curvature, which provide information on
the topological phases and predict the existence of edge states. In this the-
sis, we study the topological properties of hexagonal crystalline structures,
focusing on the descriptions of different systems obtaining exact analytical so-
lutions and, occasionally, through numerical solutions. Specifically, we analyze
pristine graphene, graphene with mass, and the Haldane model. We obtain
analytical forms for the Berry curvature and phase, thus characterizing the
different topological phases. Additionally, we explore the bulk-boundary co-
rrespondence, which relates the topological properties of the periodic system
to the presence of edge states in the finite system.
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Introduccidén

El carbono es uno de los elementos més estudiados y es el pilar de la quimi-
ca organica. Su importancia se debe a sus miltiples aplicaciones en diferentes
areas, como en electronica [3] y medicina [4]. Es por ello que la investigacion
tedrica y experimental alrededor de materiales a base de carbono se ha conver-
tido en un area de investigacion muy activa, desempenando un rol importante
en nanociencia y nanotecnologia [1]. Por otro lado, el carbono presenta una
gran familia de al6tropos, entre ellos los més conocidos son el diamante y el
grafito (tridimensionales), pero en el siglo XX se descubrieron otros alotro-
pos, tal es el caso de los fullerenos (cero dimensionales) [5] y los nanotubos de
carbono (unidimensionales) [6].

Durante mucho tiempo se tuvo la idea que las redes cristalinas tinicamen-
te podian existir en tres dimensiones. Esto debido al teorema de Mermin-
Wagner [7] que limita la existencia de materiales en una y dos dimensiones
debido a las fluctuaciones térmicas. Sin embargo, en 2004 A.K. Geim y K.S.
Novoselov de la Universidad de Manchester reportaron una estructura bidi-
mensional de carbono [8], llamada grafeno®. Esto lo consiguieron al aplicar
la técnica de exfoliacion mecéanica sobre un pedazo de grafito [8, 11]. Asi, los
innovadores experimentos que condujeron al descubrimiento y descripciéon de
las propiedades del grafeno [8, 12-14], les valié el Premio Nobel de Fisica en
2010. A partir de este descubrimiento, surgié un gran interés de la comuni-
dad cientifica en este novedoso material, debido a sus interesantes propiedades
electronicas [12, 15, 16|, opticas [17, 18|, mecénicas [19, 20|, térmicas [21] y
quimicas [22, 23]. En consecuencia, se origina una gran cantidad de trabajos
cientificos alrededor del grafeno que dan inicio al estudio de una nueva clase
de materiales: los materiales bidimensionales.

El grafeno no solo cuenta con interesantes aplicaciones tecnologicas [24],
también es interesante desde un punto de vista teérico. Uno de estos intereses
surge en las propiedades electronicas y de transporte que lo hacen bastante
peculiar, ya que los electrones en el grafeno se comportan como fermiones

'El término grafeno (graphene en inglés) fue acufiado en 1962 [9] y recomendado por la
TUPAC hasta 1995 [10]



relativistas sin masa, que estan descritos por la ecuacion de Dirac [12, 25].
Esta propiedad del grafeno lo convierte en un puente entre la Fisica de la
Materia Condensada y la Fisica de Altas Energias [26]. En consecuencia, en
los tltimos anos se ha aumentado la busqueda de otros sistemas en donde
los electrones se comportan como fermiones de Dirac sin masa. Esta clase de
sistemas, son conocidos como sistemas de Dirac [27]. Algunos ejemplos son,
el modelo a — T3 [28], el grafeno con distorsion Kekulé [29-31], el borofeno
ortorrémbico 8 — Pmmn [32, 33|, entre otros.

Por otro lado, en la decada de los 80’s el descubrimiento de nuevas fases
de la materia provocé un cambio de paradigma acerca de las clasificaciones
de las distintas fases de la materia. En ese entonces la clasificacion se basaba
en la teorfa de Bloch de la estructura de bandas de los materiales [34] y en
la teoria Landau-Ginzburg-Wilson [35-37| de las transiciones de fase basadas
en un mecanismo de ruptura de simetria. No obstante, en 1980 Von Klitzing
et al. [38] descubren el efecto Hall cuantico, en donde la conductividad Hall
es un multiplo entero. Asociado a este fenémeno, aparecen estados que con-
ducen electricidad en los bordes de la muestra, mientras que en el bulto es
aislante |39, 40|. Estas intrigantes caracteristicas causaron un gran interés en
entender y reproducir el efecto Hall cuantico. En 1982 Thouless et al. [41, 42]
extendieron la descripcion del efecto Hall cuantico a un cristal y demostraron
que el nimero entero encontrado anteriormente estaba asociado a una forma
geométrica. Después se demostré que esa forma geométrica es un invariante
topologico [43] conocido como nimero de Chern, y que esta relacionado a la
geometria cuantica del sistema [44]. La geometria cuéntica estudia las propie-
dades geométricas de las funciones de onda de sistemas cuanticos en el espacio
de Hilbert [45, 46]. Las propiedades mas conocidas, que describiremos a lo
largo de este trabajo, son la fase y la curvatura de Berry [47].

Por otra parte, en 1988 F.D. Haldane [48] propuso un modelo en una red
de grafeno en el cual se reproduce el efecto Hall cuéntico sin la necesidad de un
campo magnético. La estructura de bandas en este sistema presenta un niimero
de Chern entero, y en consecuencia la conductividad Hall esta cuantizada.
El modelo de Haldane fue el primero en describir un efecto Hall sin campo
magnético. Sin embargo, dicho modelo requeria romper ciertas simetrias en el
sistema. A partir del descubrimiento del grafeno [8], Kane y Mele propusieron
un modelo similar al de Haldane preservando las simetrias que se rompian
en el modelo de Haldane [49]. Sin embargo, una consecuencia de ello es que
en este modelo las corrientes en los bordes no son de carga eléctrica, sino de
espin. Todo esto dio lugar al nacimiento de una nueva clase de materiales
llamados aislantes topoldgicos. Estos materiales, a diferencia de los aislantes
y conductores convencionales, son aislantes en el bulto pero conductores en
los bordes. Asi, el grafeno ha sido un terreno abundante para el desarrollo de
conceptos topologicos, que van desde el modelo de Haldane [48| hasta el modelo
de Kane-Mele [49], y que se extienden a muchos otros ejemplos [50-57].



Capitulo 1. Introduccion 3

1.1. Objetivo general

En este contexto, la presente tesis tiene como objetivo explorar las pro-
piedades topologicas de estructuras cristalinas hexagonales. Describiendo los
diferentes sistemas obteniendo soluciones analiticas exactas y ademas median-
te soluciones numéricas. Los casos a estudiar son el grafeno pristino, grafeno
con masa y el modelo de Haldane. Cabe mencionar que, aunque los sistemas
mencionados parecen ser relativamente simples, hasta el momento de concluir
esta tesis no existe en la literatura una descripcion detallada de sus propieda-
des topologicas. La estructura de la tesis es la siguiente:

Capitulo 2: Grafeno pristino. Presentamos la estructura cristalina del
grafeno pristino y aplicamos un modelo de amarre fuerte para derivar la estruc-
tura de bandas y las funciones de onda. Mediante una aproximaciéon a bajas
energias describimos el comportamiento ultrarelativista de los electrones en el
grafeno. Por ultimo, se definen las simetrias discretas que permiten clasificar
los hamiltonianos no interactuantes, se aplican al grafeno pristino y se discute
como la degeneraciéon en grafeno esta protegida por simetrias.

Capitulo 3: Modelos topologicos en grafeno. Se estudia de forma de-
tallada dos modelos en grafeno: grafeno con masa y modelo de Haldane. En
ambos casos, mediante un modelo de amarre fuerte se obtiene la estructura de
bandas y las funciones de onda. Se describen las singularidades de las funcio-
nes de onda y se argumenta como estas indican la no trivialidad del sistema
provocando la existencia de transiciones de fase. Por tltimo, se realiza una
aproximacion a bajas energias en cada modelo y se describe el comportamien-
to relativista de los electrones.

Capitulo 4: Propiedades topoldgicas del grafeno. Empezamos in-
troduciendo los conceptos basicos de la teoria geométrica de bandas, donde
definimos la fase de Berry y curvatura de Berry. Luego, abordamos el concep-
to de nimero de Chern partiendo del efecto Hall cuantico. Calculamos una
forma analitica para la curvatura de Berry de los sistemas mencionados y con
ello se deriva el nimero de Chern analiticamente. Por ltimo, en base a los re-
sultados obtenidos describimos las diferentes fases topoldgicas que se presentan
en los sistemas.

Capitulo 5: Sistemas finitos. Se estudian de forma detallada los mo-
delos anteriores en su representacion de nanocinta. Desarrollamos un modelo
de amarre fuerte para sistemas finitos y mediante diagonalizacién numérica
exacta obtenemos la estructura de bandas. Se describen los estados de borde
y concluimos con un fenémeno llamado correspondencia bulto-frontera el cual
relaciona las propiedades del sistema infinito con la existencia de estados de
borde en su representacion finita.

Capitulo 6: Conclusiones. Finalmente, resumimos los principales resul-
tados de esta tesis y presentamos una conclusion.



Grafeno pristino

2.1. Estructura cristalina

En una red de grafeno, los atomos de carbono estan dispuestos en una
estructura hexagonal formando una red cristalina similar a un panal de abejas,
tal como se muestra en la Fig. 2.1 (a). Tal estructura cristalina puede verse
como una red triangular que contiene dos sitios atémicos por celda unitaria,
indicados como A y B [13, 58-60]. Los vectores de la red que trasladan la celda
unitaria sobre todos los sitios del cristal estan dados por

a; = 5(\/5, 3), ay= 5(—\/é, 3), (2.1.1)

donde a ~ 1.42 A es la distancia entre atomos de carbono. Los vectores que
conectan un sitio atémico A con sus tres primeros vecinos son

5 = g(ﬂ, ), 8= g(—ﬂ, 1), & =a(0,—1). (2.1.2)

Ademés, como la red es periodica, los vectores de la correspondiente red re-
ciproca, {b;}, son el conjunto de vectores que satisfacen a; - b; = 276;;. Con
esta expresion y mediante los vectores en la Ec. 2.1.1 obtenemos

2T 27

b = 3@(\/3,1), by = - ( V3,1). (2.1.3)
En la Fig. 2.1 (b) se muestra la red reciproca, donde se observa que también
es una red hexagonal. A la region gris en Fig. 2.1 (b) se le conoce como zona
de Brillouin (BZ), la cual es la celda de Wigner-Seitz de la red reciproca. De
particular importancia son las seis esquinas de la BZ las cuales se conocen
como puntos de Dirac [13]. Mediante argumentos de simetria, estos seis puntos
se reducen a solo dos, identificados como K4 y estdn dados por

K, = (i%,o) . (2.1.4)

4
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(a) (b)

CX0:

YVY < o

.'B kz

Figura 2.1 (a) Red de grafeno con vectores bases a; y as. Los vectores §; conectan cada
atomo A o B, con sus primeros vecinos. El paralelogramo gris representa la celda unitaria. (b)
Red reciproca del grafeno con vectores by y bs. La primera zona de Brillouin esta representada
como el hexagono gris.

Las otras esquinas pueden ser obtenidas a partir de K4 mediante simples
operaciones de rotacion. Como se describird mas adelante, estos puntos son de
particular importancia para la fisica del grafeno [12, 13].

2.2. Modelo de amarre fuerte

Para describir las propiedades electronicas del grafeno [58], se utiliza un
modelo conocido como el modelo de amarre fuerte o tight-binding model en
inglés. Este modelo asume que las funciones de onda de los electrones en todo el
cristal se pueden escribir como una combinacién lineal de los orbitales atémicos
de atomos aislados [61-63]. Para ilustrar este modelo, consideremos un sistema
de dos sitios atémicos idénticos, como se muestra en la Fig. 2.2. La funcién de
onda de los electrones en todo el cristal se puede escribir como una combinacion
lineal de estos orbitales atomicos (linea roja) y el hamiltoniano del sistema
debe contener todas las contribuciones de cada sitio. Para tomar en cuenta
el traslape de los orbitales, se introduce un término de hopping en inglés o
salto en espanol [61]. En notacién de segunda cuantizacion, el hamiltoniano
del sistema se escribe como

H = f}nCJ{Cl + tQQC;CQ + thng + t21c£cl, (221)

y considerando sitios idénticos esta ecuacion se reduce a

2
H=t) ce. (2.2.2)
]



6 2.2. Modelo de amarre fuerte

Funcién de onda

Traslape

Distancia

Energia \—/ —_— \_’;

Pozo de potencial

[
T

Figura 2.2 Cadena lineal de dos sitios atémicos. El traslape de las funciones de onda (rojo)
permite hacer un tinel, o taneleo, entre los pozos potenciales (azul discontinua). Los niveles
de energia de los electrones estan representados como las lineas sélidas azules. En la esquina
superior derecha, se muestra un esquema tipico para presentar el modelo de amarre fuerte
considerando solo el tanel ¢ entre los sitios.

La ecuaciéon anterior se puede generalizar para una una red cristalina con
muchos sitios y esta dada por,

H=> tcle;, (2.2.3)
]

donde los indices 7,j representan posiciones atoémicas, t;; es el término de
“tuneleo” o de “salto” que usualmente es un valor numérico que nos da la
magnitud del traslape de los orbitales atémicos. La notacion de operadores
es tal que clT crea un particula en el sitio 7 y ¢; aniquila un particula en el
sitio 7. Generalmente, se considera que los portadores de carga son fermiones
(electrones), por lo que los operadores de creacion y aniquilacion satisfacen las

relaciones de anticonmutacion
{ci,c}} = 0ij, {ci,cj} = {cj,c}} = 0. (2.2.4)

En la Ec. 2.2.3 se tiene en cuenta la interaccion entre todos los sitios atémicos
ya que no se imponen restricciones sobre la distancia a la que interacttian, aun-
que el modelo puede simplificarse dependiendo del sistema fisico en cuestion.
Por lo general, cada sitio atomico interactia fuertemente con sus vecinos mas
cercanos. Por ejemplo, en la Fig. 2.1 (a), un electron en el sitio A interactia
con sus tres primeros vecinos en los sitios B. Si ampliamos la interaccion a
los segundos vecinos, cada sitio A también podria interactuar con otros sitios
A. Sin embargo, es importante tener en cuenta que a medida que se agre-
gan vecinos mas lejanos, la interaccion entre ellos disminuye. En particular, la
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(a) (b)
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Figura 2.3 (a) Red de grafeno y sus orbitales electrénicos. Los orbitales o forman enlaces
covalentes fuertemente enlazados con los atomos de carbono vecinos, mientras que los orbitales
7, son responsables de la conduccién de los portadores de carga. (b) Esquema que muestra
cémo las bandas 7 se encuentran en la vecindad del nivel de Fermi E, mientras que las bandas
o'y o* se encuentran separados por una brecha de energia grande. Adaptada de [1]

aproximacion a segundos vecinos se escribe como
i (i5) ((@4))

La ecuacion 2.2.5 describe la aproximacion de segundos vecinos en el mode-
lo de amarre fuerte. En esta aproximacion, se incluyen los términos de energia
de sitio ¢;, la interaccién entre sitios vecinos inmediatos t;; y la interaccion
entre sitios segundos vecinos t;;. En el primer término, el factor €; representa
la energia asociada con cada sitio en la red cristalina, que puede ser diferente
para cada sitio. En caso de que los sitios sean idénticos, este término es una
constante. El segundo término describe la interacciéon entre los sitios ¢ y sus
primeros vecinos j, donde t;; es el término de salto entre los sitios ¢ y j. Es
importante destacar que la suma sobre ¢ y j solo se realiza una vez, debido
a que t;; = tj. El altimo término describe la interaccion entre segundos ve-
cinos, donde }; es el término de salto entre los sitios i y j. A diferencia del
término anterior, este término no necesariamente satisface t;j = t}m por lo que
el intercambio de indices no siempre corresponde al mismo término de salto.

2.2.1. Descripcién en grafeno pristino

En su estado més bajo de energia, un atomo de carbono aislado tiene la
configuracion electrénica 1522s%2p?, con seis electrones unidos al nticleo, y don-
de cuatro de ellos son electrones de valencia. El carbono puede incrementar el
numero de electrones vacantes para formar enlaces, tal proceso de reordena-
miento de electrones se le conoce como hibridaciéon. En el grafeno, los orbitales
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25, 2p;, 2p, se combinan para formar tres orbitales de hibridacion de tipo sp?,
mismos que son son los responsables de fuertes enlaces covalentes (enlaces o)
entre atomos vecinos [1, 58|. Estos enlaces o conducen a la formacion de las
bandas o, que estan separadas por una brecha de energia grande alrededor
de la energia de Fermi, como se muestra en la Fig. 2.3 (b). Es por esto que
la contribucion de las bandas ¢ a las propiedades electronicas del grafeno es
comunmente despreciada [13, 58.

El cuarto electron de valencia ocupa el orbital p., que es perpendicular
a los orbitales o (véase Fig. 2.3 (a)). La interaccion de los orbilates p, entre
atomos vecinos conduce a la formaciéon de dos bandas 7, las cuales desempenan
el papel méas importante de las excitaciones electronicas de baja energia del
grafeno. A continuacion, se describe la estructura electrénica de las dos bandas
7 del grafeno mediante un modelo de amarre fuerte a primeros vecinos.

En general, el hamiltoniano de amarre fuerte a primeros vecinos para el
grafeno esta dado por

H = Z EACLICL,L' + Z €Bb;bj — tZ(ajbj —+ b}ai), (226)
i j (i)

donde €4 y ep es la energia de sitio en A y B respectivamente, y donde ¢ ~
2.7 eV es el parametro de salto entre orbitales 7 [13]. Los dtomos en los sitios
A y B son idénticos, por lo que €4 = £p. Sin perdida de generalidad podemos
asumir que €4 = eg = 0. Ya que en este caso el efecto de la energia de sitio es
un desplazamiento constante en energia. Asi, el hamiltoniano de amarre fuerte
se escribe como

H=—t Z(ajbj + b;r-al-). (2.2.7)

(ig)

En la literatura es habitual encontrar el hamiltoniano en la forma,

H=—t) (alb; + Hc.), (2.2.8)
()
donde H.c. significa conjugacion Hermitiana, que proviene del inglés Hermitian
conjugation, y es necesaria para garantizar que el hamiltoniano resultante sea
hermitiano. Esto tltimo es necesario para garantizar que los eigenvalores sean
reales, de otra manera se tendrian perdidas o ganancia de energia, como en un
sistema cuantico abierto [64].

El hamiltoniano en Ec. 2.2.8 puede ser escrito en términos de los parametros
de la red. Para el grafeno y en general para cualquier red hexagonal, el indice
¢ recorre todos los sitios r = na; + may, con n,m € Z, que corresponde
a la subred A. Para evitar un doble conteo, y en aproximaciéon de primeros
vecinos, se hace que el indice j recorra solo los sitios d;, ¢ = 1, 2,3 mostrados
en Fig. 2.1 (a). Entonces, el hamiltoniano se reescribe como

3
H=—t> > albes, +He. (2.2.9)
r n=l1
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La ecuacion anterior puede expresarse en el espacio-k o espacio reciproco.
Escribimos los operadores de creacion y aniquilacion en su representacion de
Fourier,

y = —— e ay, ay, = —— e “Ta,, 2.2.10

keBZ keBZ

donde N es el nimero de sitios de lared y k = (k,, k,) es el momento cristalino.
Sustituyendo los operadores de creacién y aniquilacion en el hamiltoniano en
Ec. 2.2.9, tenemos que

3
1 , "
H=—t — e~ kTl oK 8y ) | 4 Hee., 2.2.11
N k
r n=1 k. k'
reordenando términos e intercambiando las sumas,
(1
H=-t) Y [(ﬁ > e“k’—k)'f) e Onalbe | +He., (2.2.12)
kk/ n=1 r

donde el término entre paréntesis es la definiciéon de Delta de Kronecker
1 i(K'—Kk)-r
~ D e = O (2.2.13)

Finalmente, sustituyendo Ec. 2.2.13 en Ec. 2.2.12, sumando sobre k’ y reorga-
nizando indices, el hamiltoniano resultante toma la forma

3 3
H=—tY Y e®malbe+) e ™ blay|. (2.2.14)
k n=1 n=1

La Ec. 2.2.14 se puede simplificar ain mas con el uso del llamado factor de
estructura geométrico,

3
fle) ==ty ™o, (2.2.15)

el cual es un término que identifica las posiciones cristalinas en la red. Por lo
tanto, el hamiltoniano en el espacio-k se simplifica a

H= ; [aL F(K)bi + b, fT(k)ak] . (2.2.16)

La Ec. 2.2.16 tambien se puede escribir en forma matricial, esto es

H= zk: (al o) (fT(()k) f(ok>) (‘Z‘;) , (2.2.17)
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o de forma mas compacta como

H=> ¥HkW, (2.2.18)

donde

\Il:(le:) H(k):(JCT(()k) f(ok)), o= (dl b)) (2219

A los operadores W, se les conoce como espinores de Nambi. El término H (k) es
la representacion matricial del hamiltoniano en el espacio-k o también conocido
como hamiltoniano de Bloch [2].

La estructura matricial del hamiltoniano en Ec. 2.2.18 es muy conveniente
ya que nos permite calcular directamente las energias y las funciones de onda
del sistema. Una caracteristica de la matriz H (omitimos la dependencia en k
para simplificar notacion) es que es hermitiana por lo que sus valores propios
son numeros reales. Una propiedad de las matrices de este tipo es que siempre
es posible encontrar una matriz unitaria U tal que U"HU = D, donde U es la
matriz cuyas columnas son los eigenvectores de H y D es su correspondiente
matriz de eigenvalores. En esta nueva representacion, el hamiltoniano resul-
tante es una matriz diagonal. Por lo que en la practica y como mostraremos
mas adelante, para estudiar los sistemas fisicos en cuestion, es suficiente con
diagonalizar la matriz H.

2.2.2. Hamiltoniano de Bloch

En general, para un modelo n-dimensional, la primera zona de Brillouin,
posee la topologia de un toro, Fig. 2.4 (a), que llamamos toro de Brillouin
y se define como T" = R"™/A, con A la red reciproca. Asi, los puntos en el
toro se relacionan por la expresion k ~ k + G, con G € A. En un modelo de
2m-bandas, con m bandas ocupadas y m bandas vacias, para cada k € T", se
asocia un hamiltoniano de Bloch H (k) de tamano 2m x 2m, que esta definido
sobre un espacio de Hilbert Hy, = C?™. Este conjunto de espacios forma un
fibrado vectorial complejo sobre el toro de Brillouin, 7 : H, — T™ [2, 65].

En el caso de grafeno y los modelos que trataremos en este trabajo n = 2,
ya que son sistemas bidimensionales, y en concreto para el grafeno m = 1,
por lo que tendremos dos bandas, una banda de conduccién y una banda de
valencia como se mostrara mas adelante. El hamiltoniano de Bloch del grafeno
puede escribirse como

HK)=—t | , n=1 : (2.2.20)
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donde el signo negativo del término de salto es debido a que en general el poten-
cial de interaccion entre los orbitales atomicos es una interacciéon de Coulomb.
Al convertir las exponenciales complejas en funciones trigonométricas obtene-
mos

(2.2.21)
Al factorizar los términos del interior de las matrices, se nota que los elementos
resultantes son las matrices de Pauli dadas por

01 0 —2
O’x—(l 0), O'y—(i O>’ (2.2.22)

por lo cual el hamiltoniano de Bloch se reescribe como

Hk)=—t [Z cos(k-9,) o, + Zsin(k 0,) ay] : (2.2.23)

Una manera conveniente de expresar el hamiltoniano anterior es escribiendo
H(k) = Ak) - o, (2.2.24)

donde hemos definido A(k) = (Re{f(k)},Im{f(k)}) y o = (0,,0,) es el vec-
tor de las matrices de Pauli. El término f(k) el factor de estuctura geométrico
definido en Ec. 2.2.15. Por otra parte, cabe mencionar que la Ec. 2.2.24 es-
ta expresada de esa forma por una razén fundamental. De hecho, cualquier
matriz hermitiana 2 X 2 puede escribirse en esa forma debido a que las tres
matrices de Pauli, junto con la identidad, forman una base del espacio vecto-
rial de matrices hermitianas 2 x 2. Es decir, cualquier matriz hermitiana 2 x 2
puede escribirse como una combinacién lineal de estas cuatro matrices, con
coeficientes complejos adecuados. En este sentido, la Ec. 2.2.24 representa una
forma compacta de expresar una matriz hermitiana arbitraria.

En el hamiltoniano de Bloch, el vector A(k) es de gran importancia para
describir la topologia de los modelos, como veremos mas adelante. En parti-
cular para el hamiltoniano del grafeno, Ec. 2.2.23, podemos definir el vector
unitario A(k) = A(k)/|A(k)| que forma un mapeo del toro de Brillouin al
circulo unitario, X : T2 — S!, véase Fig. 2.4 (a). Podemos reescribir A(k) en

forma polar,
a9 = 1£00] (S rf)). (2:225)

donde

tan (k) = ()} (2.2.26)

Re{f(k)}’

Debemos notar que la fase no esta bien definida en los puntos K., como se
muestra en la Fig. 2.4 (b), el campo vectorial en estos puntos diverge, por
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(a)

Zona de Brillouin T Circulo unitario S

Figura 2.4 (a) Mapeo k — A(k) = A(k)/|A(k)| entre el toro de Brillouin T2, y el circulo
unitario S*. Cada punto en el circulo representa un pseudo-espinor del hamiltoniano de Bloch
del grafeno. (b) Fase ¢(k) sobre la red reciproca, el hexagono negro respresenta la BZ y los
vectores respresentan el campo vectorial A(k).

lo que estos puntos son evitados. La fase en la Ec. 2.2.26 tiene particular
relevancia para predecir estados de borde en sistemas finitos, en lo que se
llama correspondencia bulto-frontera [66].

A partir del hamiltoniano en Ec. 2.2.16, la ecuacién de Schrédinger toma la
forma matricial H(k) |¢(k)) = E(k) |[¢(k)). En el apéndice A, hemos resuelto
la ecuacion de eigenvalor para un modelo general de dos bandas, por lo que la
relacion de dispersion estéd dada por

Ey(k) = n|f(k)], (2.2.27)

donde n = £ es un indice de bandas. Reemplazando el factor f(k) y desarro-
llando la expresion, la energia es

E, (k) =nt\/3+2cos(k-a;) +2cos(k-ay) +2cos [k (a; —az)]. (2.2.28)

Expresando explicitamente los vectores k, a; y as, se obtiene que la relacion
de dispersion para el grafeno es

E,k)=nt,|3+ 2COS(\/§]€$CL) + 4 cos (?kw) cos <gkya). (2.2.29)

En la Fig. 2.5 se muestra como las dos bandas 7 y 7* se tocan en las esquinas
de la zona de Brillouin, por lo que E,(Ki) = 0, esto ocurre en el nivel de
Fermi, lo cual permite que el grafeno sea un semimetal, tambien llamado "Dirac
semimetal” en inglés. Cabe mencionar que la relaciéon de dispersion 2.2.29 es
la tipicamente mostrada en la literatura. Finalmente, las funciones de onda
o eigenestados para el grafeno, se pueden parametrizar en término del vector
A(K), estos es

0,09 = 5 (k) (2.2.30)
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(a) (b)
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Energia (eV)
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Figura 2.5 (a) Estructura de las bandas 7 del grafeno obtenidas a partir del modelo de amarre
fuerte a primeros vecinos. En la ampliacién se muestra la relacién de dispersién lineal alrededor
de uno de los puntos de Dirac. (b) Relacién de dispersion 2.2.29 a través de un camino en la
primera zona de Brillouin, con t = 2.7 eV.

donde 7 = + es el indice de banda. Las funciones de onda en la forma 2.2.30 son
conocidos como pseudo-espinores. La razon se debe a que el grafeno consiste
de dos subredes A y B, que juntas forman la red de panal de abeja. De tal
manera que, podemos ver a las dos subredes como dos grados de libertad, es
decir, el electrén puede tener una probabilidad de estar en la subred A y una
probabilidad de estar en la subred B. Asi, esta base {|A) ,|B)} asemeja al caso
de la particula de espin-1/2, donde un electron puede estar con espin hacia
arriba |1), con espin hacia abajo |} ), o cualquier superposicion de estos. Por lo
tanto, a la base que consiste en los grados de libertad de la subred se denomina
pseudo-espin.

Una definicion mas precisa de pseudo-espin aparece en [67], donde definen
pseudo-espin como una superposicion coherente de dos estados cuénticos que
se describen en términos de las matrices de Pauli, por ejemplo para espin-1/2
con o = (0,,0,,0,). Sin embargo, es importante senalar que la naturaleza del
pseudo-espin es una propiedad del material, como el caso del grafeno que se
debe a la subred, y no es una propieda intrinseca del portador de carga como
lo es el espin.

2.3. Fermiones de Dirac sin masa

En la seccion anterior, se describi6 el modelo general del grafeno, obteniendo
su energia y sus correspondientes funciones de onda. Esto se hizo considerando
toda la zona de Brillouin. Sin embargo, muchas de las propiedades fisicas del
grafeno y otros materiales relacionados se estudian en regiones de baja ener-
gia [68]. En el grafeno, podemos usar una aproximacion para describir lo que
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ocurre a bajas energias, lo que consiste en encontrar una expresion de la rela-
cion de dispersion para k en la vecindad de los puntos K¢. Aqui, se introduce el
parametro £ = 4 para denotar lo que se llama el indice de valle, que identifica
las expresiones correspondientes a los puntos K, y K_, respectivamente. En
la Fig. 2.5, se observa como las bandas se tocan en dos puntos, y estos pun-
tos corresponden a las esquinas de la BZ. Las regiones lejos de estos puntos
corresponden a estados de alta energia.

A bajas energias, podemos expandir en serie de Taylor a primer orden el
hamiltoniano en la Ec. 2.2.24 alrededor de los puntos K¢, esto es

H(k) ~ H(Ke) + (k — Ke) - ViR (k) [kex, + O(k?). (2.3.1)

Notese que el desarrollar en series de Taylor un hamiltoniano, o en general una
matriz, es equivalente a escribir en series de Taylor cada uno de sus elementos.
En el caso del grafeno, desarrollamos el término f(k) hasta primer orden, asi

f(k) ~ f(Ke) + (k — Ke) - Vief (k) [k=x, - (2.3.2)

Dado que f(Kg¢) = 0, entonces la serie se reduce a

fe(k) = t(k — K¢) - (Z iénein'5”> . (2.3.3)

n=1

Resulta conveniente definir el vector q = k — K¢, tal que

fela) = ta- (Z i‘sn@iK*'é") (2.3.4)

n=1

= q it [8e™% 4 G0 o §yee]

Dado que f(K,) = 0, entonces despejamos e+ = — (/K01 4 ¢iKs02)
remplazando en la ecuacién anterior, obtenemos
fi( ) Zt |:6 €ZK§ 51 + 5 eZK§ 52 _ 53 (eiKg-(;l + e*’iKg-éz)} (2 3 5)

=q-it [(6; — 53)e™ed 4 (5, — 53)eiK5'52} .

Utilizando la definicion de los vectores de la red, a; = 51 03,23 =05 — 03y
sustituyendo los términos K¢ -0 = & %’r, K¢-0, = entonces la expansion
nos queda como

3 )

fela) = q- it |a e + age f*] (2.3.6)

Por dltimo, expresando la parte compleja en su representacion algebraica ob-

tenemos, 3t
fé(q) (SQI — gyt ) (237)

asi, se recupera el siguiente hamﬂtomano a bajas energias,

He(q) = hop ( ‘o ?r Wi £z N qyi) . (2.3.8)
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Un resultado muy importante en la ecuacion anterior es la velocidad de Fer-
mi [13], vp = 3ta/2h =~ 10° m/s la cual es independiente de la energfa o del
momento. Caso contrario ocurre con una particula libre, donde la velocidad
depende del momento y la masa efectiva del electron.

Por otro lado, de igual forma que el hamiltoniano de Bloch H(k), el ha-
miltoniano a bajas energias puede ser expresado en término de las matrices de
Pauli, esto es

Hg((l) =0Ufr P 0Og, (239)

donde p = hq es el momento relativo a los puntos K¢, y o = (§0,,0,).
Mediante la ecuacion de eigenvalor He(q) [We(q)) = Ee(q) [Ye(q)), la relacion
de dispersion bajas energias esta dada por

Ey(q) = nhvplql, (2.3.10)

y las funciones de onda como

1 1
W (a)) = 2 (nei§9q> ; (2.3.11)

donde 6, = tan~'(g,/q.) es el angulo azimutal en el espacio de momento.

Por otro lado, a partir de la relaciéon de dispersion en la ecuacion 2.3.10,
podria interpretarse una aparente contradicciéon con la definicion de masa efec-
tiva, la cual se define como:

Mot = h (%) h (2.3.12)

Al aplicar esta definicion a la relacion de dispersion lineal que se obtiene, la
masa efectiva diverge. Aunque, es importante tener en cuenta que la defini-
cion anterior solo es aplicable para particulas cuya relacion de dispersion es
parabodlica, como una particula libre no relativista, mientras que, en el caso
del grafeno pristino, la relacién de dispersion es lineal. Para solucionar esto,
debemos redefinir la masa efectiva para casos no parabolicos. Recordemos que
la definicién del momento de una particula esta dada por:

p = hk = megu, (2.3.13)
donde v, es la velocidad de grupo, definida como:

_ 10E(k)
YT R ok
Asi, para el caso del grafeno a bajas energias, donde k — ¢, podemos definir
la masa efectiva:

BE(g)\ ™" h
met = hq (8_((])) = mle=n a (2.3.15)

)
U

(2.3.14)
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donde 7 es el indice de valle y vp es la velocidad de Fermi del grafeno. Para
q =0 (k = K¢), la masa efectiva es cero. Por lo tanto, alrededor de los puntos
de Dirac, los electrones en el grafeno se comportan como particulas sin masa.

Es importante mencionar que la relacion de dispersion en Ec. 2.3.10 es
muy similar a la correspondiente a particulas ultrarelativistas, las cuales son
descritas por un hamiltoniano de Dirac para fermiones sin masa [25]. Esto
implica que en la vecindad de las seis esquinas de la primera zona de Brillouin,
los electrones en el grafeno se comportan como fermiones relativistas sin masa,
descritos por la ecuacion de Dirac [12]. Esto ultimo, es la razon del nombre de
puntos de Dirac a los puntos K, y K_.

No obstante, también podemos tener una analogo de la ecuaciéon de Dirac
completa, esto se obtiene considerando el valle K¢ como un grado de libertad.
Ambos valles se tratan por separado y es completamente valido, pero tam-
bién podemos compactar ambos valles en una sola expresion y reescribir el
hamiltoniano completo a bajas energias como

H(q) = (”FPO' or 0 ) . (2.3.16)

Vpp - O _

Este hamiltoniano describe a los electrones en grafeno a bajas energias y es
bastante similar al hamiltoniano de Dirac, con la diferencia que la velocidad de
Fermi es remplazada por la velocidad de la luz. Ademaés, haciendo la analogia
con la mecanica cuantica relativista, las matrices de Pauli en este caso no
operan sobre el espin, sino sobre el grado de libertad asociado a las subredes
A, B, y los valles K¢, a esto se le llama pseudo-espin [67, 69]. Otra analogia es el
indice de banda n = 4, que denota el tipo de particula, tal que un portador de
carga en la banda de conduccion (+) se comporta como particula, mientras que
uno en la banda de valencia (—) se comporta como antiparticula, cominmente
conocida como hueco.

Debido a las propiedades tnicas del grafeno, en los tultimos anos se ha
aumentado la biisqueda de otros sistemas en donde los electrones se comportan
como fermiones de Dirac sin masa. Esta clase de sistemas, son conocidos como
sistemas de Dirac, o materiales de Dirac [27].

2.4. Simetrias discretas del grafeno

En fisica, las simetrias juegan un papel fundamental debido al teorema de
Noether, que establece una relacion directa entre las simetrias y las cantidades
conservadas [70]. Ademas, las simetrias son una herramienta importante para
la clasificacion de los fenémenos fisicos, por ejemplo, en la teoria Landau-
Ginzburg-Wilson la ruptura esponténea de simetrias es un referente para la
clasificacion de los diferentes estados de la materia [35, 36]. A partir de los anos
80, con el descubrimiento de nuevas fases de la materia [38, 41, 48], conocidas
actualmente como fases topologicas [71, 72|, la topologia y la geometria de
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las funciones de onda se han convertido en una herramienta crucial para la
clasificacion de materiales [73, 74|. En estas fases, la presencia o ausencia de
ciertas simetrias es fundamental para su clasificacion [73-77].

Una simetria en un sistema fisico es una propiedad que no cambia bajo
una transformaciéon, ya sea continua o discreta. En especifico, en mecanica
cuantica se dice que un hamiltoniano H poseé una simetria representada por
un operador unitario o anti-unitario U si

UHU = H, = [H,U] = 0. (2.4.1)

donde U actiia en el espacio de Fock del sistema.

Los hamiltonianos de sistemas no interactuantes de 2m-bandas (m = 1
para grafeno), como los que hemos estado tratando, pueden escribirse en la
base de Fourier como

H=Y ¥HKT, (2.4.2)

donde H(k) € C*™*2™ vy ¥, € C?™. Este tipo de hamiltonianos pueden clasi-
ficarse en base a la ausencia o presencia de tres simetrias: inversién temporal
(T), agujero-particula (P) y quiralidad (S) [73, 74]. No obstante, también
consideraremos la inversion espacial (Z), también llamada paridad, la cual es
importante en la descripcion fisica del grafeno.

A continuacién describiremos las simetrias antes mencionadas y las con-
diciones necesarias que debe tener H (k) para presentar dichas simetrias. En
concreto, en el apéndice B se muestra el desarrollo para encontrar las condi-
ciones que debe tener el vector A(k) de un hamiltoniano de dos bandas para
presentar estas simetrias.

Simetria de inversién temporal

La simetria de inversién temporal es una propiedad fundamental de un
sistema asociado con la invarianza del hamiltoniano con respecto a la trans-
formacion de inversiéon temporal, T : ¢t — —t. En general 7 puede expresarse
como el producto de un operador unitario U; y el operador complejo conjugado

K,
T =UK, (2.4.3)

donde U: = U, por lo que T es un operador anti-unitario. Al aplicar el
operador dos veces debe dejar el sistema invariante, en consecuencia tenemos
que 72 = £1, donde 72 = 1 corresponde a fermiones sin espin y 72 = —1
para fermiones con espin.

Asi, podemos aplicar la transformacion de inversion temporal a los opera-
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dores de campo, esto es
_ 1 ke _
TUK)T ' = \/_WZ:W kT[T, T

1 iker 2.4.4
= o D 240
- Ut‘I’,k.

Por lo que, al aplicar a un hamiltoniano de fermiones sin espin expresado en
el espacio-k tenemos

THT ' =) [T T THEK)T [T®T ]

= > W UH (k)0 ¥y
keBZ

(2.4.5)

Por lo tanto el hamiltoniano es invariante bajo inversion temporal si se cumple
que
[H,T]=0, =  UH (KU, =HK), (2.4.6)
esto implica que H*(k) = H(—k).
En el grafeno pristino se satisface la simetria de inversiéon temporal, como
muestra el apéndice B, un hamiltoniano de dos bandas como el de grafeno
pristino, es invariante ante inversiéon temporal si

AK) = A(=k) v A(K) = —A (=K. (2.4.7)

Esto de forma evidente se cumple en grafeno pristino, Ec. 2.2.25, porque
A:(k) = Re{f(k)} es funcién par, mientras que \,(k) = Im{f(k)} es fun-

cion impar, por lo que se cumplen las condiciones anteriores.

Simetria agujero-particula

Otra simetria que juega un rol importante es la simetria de agujero-particula,
o llamada conjugacion de carga en fisica de altas energias, que expresa la sime-
tria entre particulas y anti-particulas. En la fisica de la materia condensada, la
simetria agujero-particula surge como simetria entre electrones, estados ocu-
pados, y huecos, estados vacios. El operador agujero-particula P, al igual que
el operador de inversién temporal, es un operador anti-unitario, por lo que
puede ser escrito como

P = UK (2.4.8)

donde Ul = U . Ademas P? = 41, donde comunmente P? = —1 aparece en
hamiltonianos de Bogoliuvob-Gennes en superconductores [73].

La conjugacion de carga de un electron de momento k en la banda de
conduccién es un hueco de momento —k en la banda de valencia. Al aplicar el
operador P a los operadores de campo, tenemos que

POIP=UW_, (2.4.9)
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Entonces al aplicar a un hamiltoniano en el espacio-k obtenemos

PHP™ = Y [POLP | [PH k)P [PEP ]

= > UL (k) [0 (2.4.10)
= — 3" LU (—K) U)W

Por lo tanto el hamiltoniano tiene simetria agujero particula si se cumple que
H,T]=0, = UH (—k)U. = —H(k), (2.4.11)

donde para un hamiltoniano de dos bandas, U. = o, entonces la condiciéon es
o, H*(k)o, = —H(—k).

En el caso de grafeno pristino se satisface la simetria agujero-particula, un
hamiltoniano de dos bandas es invariante agujero-particula si

Ak =A(=k) v A(K) = —A (=K. (2.4.12)

Se mencioné anteriormente, en grafeno pristino A\, (k) = Re{f(k)} y A\ (k) =
Im{f(k)} son funciones par e impar respectivamente, por lo que cumplen las
condiciones anteriores.

Simetria quiral

Cuando el hamiltoniano tiene tanto simetria de inversiéon temporal como
simetria agujero particula, el producto & = 7 - P se conoce como operador
quiral. Este operador actta sobre el operador de campo como

SUIS™ = U, ¥, (2.4.13)

donde U; = U.U;. Combinando las condiciones de inversion temporal y agujero
particula se obtiene que el hamiltoniano es invariante si,

UH(K)U, = -H(k), = {H(k), U} =0 (2.4.14)

En el caso del grafeno pristino, es evidente que la simetria quiral esta
presente porque los elementos A\g(k) = 0 y A,(k) = 0. La ausencia de este
altimo elemento trae consigo consecuencias importantes, como veremos mas
adelante.

Simetria de inversiéon espacial

La transformaciéon de inversion espacial o transformacion de paridad es el
operador unitario U; que acttia como Z : r — —r, esto implica también revertir
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el momento. Al aplicar dos veces el operador devuelve la configuracion inicial,
7 = 1.
Sobre los operadores de campo, este operador actia de la siguiente manera

1 .
0TI ' = i > [Ze ™ T I®. L]

_ \/_IN S e, w,] (2.4.15)

::lhiyfk.
Y al aplicar el operador a un hamiltoniano en el espacio de momentos, entonces

THI ' = ) [I9[T [THK)I I®I ]
=Y W UIH(-K)U ¥,

keBZ

(2.4.16)

Asi, el hamiltoniano es invariante bajo inversion espacial si se cumple que
[H,T]=0, =  UH(kU =H(k), (2.4.17)

donde para un hamiltoniano de dos bandas, U. = 0., entonces la condiciéon es
o, H(k)o, = H(—k).

La simetria de inversién espacial se cumple en grafeno pristino, un hamil-
toniano de dos bandas es invariante espacial si

A(k) = Ma(=k) vy A(k) = =)\, (k). (2.4.18)

Y sabemos que en ese caso si se cumple, ya que A;(k) y A, (k) son funciones
par e impar respectivamente. Ademas, es facil notar que esto se cumple porque
aplicar el operador de inversion espacial al grafeno es equivalente a intercambiar
los sitios A y B. Dado que ambos sitios son idénticos, entonces esta simetria
se preserva.

2.4.1. Protecciéon de los puntos de Dirac

En esta seccion, mostraremos con simples argumentos de simetria cémo
es que la degeneracion de las bandas de grafeno en los conos de Dirac existe
de forma natural. Consideremos un modelo de dos bandas y supongamos que
modificamos el hamiltoniano que las origina para determinar lo que ocurre con
la degeneracion. Para nuestro sistema, hay al menos cuatro posibles cambios
relacionados con las combinaciones de matrices de Pauli 0,0y, 0, y la matriz
identidad oy.

Si modificamos el hamiltoniano agregéandole multiplos de la matriz iden-
tidad, esto seria equivalente a introducir energias de sitio, lo que daria como
resultado un desplazamiento uniforme de las bandas en el eje de energias. Por
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otro lado, las matrices o, y o0, desplazaran las bandas de tal manera que la
degeneracion se mueva a otro punto en la primera zona de Brillouin. Solamente
el término o, rompe la degeneraciéon y separaria las bandas en los puntos de
Dirac. Sin embargo, en el caso del grafeno pristino, la presencia de simetrias
de inversion y de tiempo prohiben la aparicion de este término.

Para demostrar lo anterior, consideremos el siguiente hamiltoniano de 2 x 2
(véase apéndice A) dado por

H(k) = A(K) - o, (2.4.19)

donde A(k) = {A;(k),\y(k),\.(k)} v 0 = (04,04,0,) es el vector de las
matrices de Pauli. La condicion de simetria de inversion sobre el vector A(k)
se expresa como

/\;v(k> = )‘x(_k)7 )‘y(k) = _/\y(_k)v )‘z(k) = _/\z(_k)v (2420)

que sabemos se satisface en el grafeno pristino debido a que podemos inter-
cambiar los sitios A y B. Por otra parte, la inversién temporal tiene como
condiciéon que

Ao(k) = Ao(=K), Ay(k) = =\ (—k), A.(k) = \(=k), (2.4.21)

que también se satisface en grafeno pristino por que podemos movernos de
un cono de Dirac a otro sin cambios. Al considerar la combinacién de ambas
simetrias, 7Z, entonces viene dada por

Ao(k) = Ao(K), Ay(k) = Ay (K), A.(—k) = —\.(—k). (2.4.22)

Por lo tanto, la inica manera que esto se cumpla es que \,(k) = 0 para toda
k. Es decir, la existencia de ambas simetrias, inversién temporal e inversion
espacial, hacen que el término A, (k) sea cero y por tanto prohiben que el
término o, se encuentre. Este es un resultado fundamental en la fisica del
grafeno. Ya que nos indica que si logramos encontrar un mecanismo fisico que
introduzca un término o, en el hamiltoniano, entonces podriamos convertir
el grafeno en un aislante o un semiconductor. Un mecanismo de este tipo se
desarrolla en la siguiente seccion.



Modelos topolégicos en grafeno

3.1. Grafeno con masa

En el capitulo anterior se demostrd que la simetria de 7Z (la cual combina
la inversion temporal T y la inversion espacial Z) protege la brecha de energia
en un sistema pristino. Una manera sencilla de abrir una brecha de energia
en una red hexagonal es mediante la introducciéon de energias de sitio m y
—m en los sitios A y B, respectivamente. Un ejemplo de material descrito por
esta red es el nitruro de boro hexagonal (h-BN)[78], el cual estd compuesto
por atomos de nitrégeno y boro organizados en una estructura de panal de
abeja. La diferencia en las energias de sitio entre los sitios atomicos genera
una brecha de energia de aproximadamente ~ 6 eV[79], convirtiendo a este
material en un aislante. Un efecto similar se puede lograr al colocar grafeno
sobre un sustrato [80-82].

Asumiendo la misma configuracion de orbitales que en grafeno pristino en
Ec. 2.2.6, pero considerando diferentes energias de sitio ¢4 = m y eg = —m,
tenemos que

H:mZaIai —mZb}bj —tZ(aij —|—b§ai). (3.1.1)
¢ J (1)

El indice i recorre la subred A, es decir los sitios r = na; +mas,, con n,m € Z
y el indice j recorre los primeros vecinos 9, con n = 1,2, 3, de cada sitio A.
En términos de estos nuevos indices el hamiltoniano toma la forma

3

H = mz alay — mz bi+53br+53 — tz Z albeis, + He.,

S (3.1.2)
=m (afar — b 5, brss,) =t > Y albes, + He.

r n=l1

donde m # 0. Para m = 0 se recupera el hamiltoniano del grafeno pristino.
Ademas, es conveniente senalar que los operadores de creacién y aniquilacion

22



Capitulo 3. Modelos topoldgicos en grafeno 23

(a) (b) (©)
— 2 b 2F J 2r
Z
\cﬁ/ /\ \/‘\/ \ //’ \\\\ !
3 ~— I ~ AN 1 ~ N\
; \ _ Se oz
=
€2}
-2 === m=0eV 1 -2r === m=0eV 1 21 === m=0eV
— m=02eV = m=04eV = m=0.5eV
T K_ M K T T K_ M K T T K_ M K T
; @ ~ | ®
2 3 2 ) I//
) 4 \ 4
0 \\ e \\\ / 0 \\ s ~ X 7
/o ot \ / e et \
7 Seobo-” / Seol-”
y \/ \\\ p T ~——— \\\
-2 / —2r / \,
—== m=0eV Y, === m=0eV \o
— m = 0.8 eV < Lo — m = 1.0 eV N\
T K_ M K T r K_ M Ky T

Figura 3.1 Estructura de bandas electrénicas del grafeno con masa. Las lineas sélidas rojas
corresponden al caso donde m # 0y las lineas punteadas grises corresponden al caso m = 0 eV,
en ambos casos se considera el término de salto t = 1 eV.

correspondientes a los sitios B en las energias de sitio solamente depende de
los sitios r 4+ d3 y no de los sitios r + &,,, esto se hace para evitar un doble
conteo.

Repetimos el mismo proceso que en grafeno pristino para expresar el ha-
miltoniano en el espacio-k, por lo cual

H = [afmax — bmb + af f(K)bic + bl fT(K)ar],

k
_ ity m fK)Y (o
= zk: (ak bk) (fT(k) —m be )’
es el hamiltoniano en la base de espinores. Por lo que la matriz a diagonalizar

se reescribe como
H(k) = (ff?k) f_(};)) . (3.1.4)

(3.1.3)

A diferencia del grafeno pristino tenemos las energias de sitio distintas de cero
y con signos opuestos, esto implica que debemos agregar una matriz o, esto
es

H(k) = A(K) - o, (3.1.5)

donde el vector A(k) = (Re f(k),Im f(k),m) € R*—{0} y o = (0,,0y,0.) es
el vector de las tres matrices de Pauli. Notese que en la ecuacion anterior, el tér-
mino matricial o, ha cambiado las simetrias del sistema pristino. Por ejemplo,
es muy sencillo demostrar que la inversion temporal, Fc. 2.4.21, se preser-
va. Por otro lado, si analizamos la simetria de inversion espacial, Ec. 2.4.20,
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encontramos que las igualdades
Ao(k) = Ap(=k), Ay(k) ==X, (=k), A.(k)=—-X.(-k), (3.1.6)

no se cumplen simultaneamente, ya que el término A,(k) = m, es constante.
De esta manera, la presencia de un término o, produce una ruptura de la
inversion espacial, y como consecuencia, aparece una brecha de energia en los
puntos de Dirac tal como se muestra en la Fig. 3.1.

Por otra parte, la estructura electronica de bandas se recupera al resolver
el problema de eigenvalores. La relacion de dispersion para este sistema es de
la forma

Ey(k) =1 [AK)] = nvm? +[f(K)]?, (3.1.7)
y sus correspondientes eigenvectores (o valores propios),
_ 1 m + n/\(k)>
W, (k)) NOAERTD ( ) (3.1.8)

donde A\(k) = |A(k)| y n = & es el indice de banda, donde cada signo, +, indica
si la banda es de valencia o conduccion. Si remplazamos el factor f(k) en la
Ec. 3.1.7 y desarrollamos la expresion, la relacion de dispersion se transforma
en

E,(k) =1 /m2+ 123+ 2cos(k - a;) + 2cos(k - ag) + 2 cos(k - (a; — az))].
(3.1.9)
También podemos escribir la energia expresando de manera explicita el vector
k = (k;, k), esto es

Ey(K) = ny [ m? + £

3+2 cos(x@kw) + 4 cos <§kxa> cos (gkya)

(3.1.10)
En la ecuacién anterior, si observamos lo que ocurre en los puntos de Dirac,
es claro que la energia no se anula como en el sistema pristino. Por lo tanto,
tendremos una brecha de energia determinada por

AE(Ke) = B, (Ke) — E_(K¢) = 2|m). (3.1.11)

En la Fig. 3.1 se muestra la relaciéon de dispersion para diferentes valores de
m, se observa que las bandas se separan en los puntos de Dirac al modificar el
valor de m. En esta situacién, se dice que los electrones adquieren una masa,
debido al término o, que modifica la relacion de dispersion alrededor de los
puntos de Dirac.

3.1.1. Singularidades y transiciones continuas

Si existen puntos de degeneracion, es posible la aparicion de singularidades
en la definicion de los eigenestados, indicando asi la no trivialidad del fibrado
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Zona de Brillovin T2 Esfera de Bloch S2

Figura 3.2 Mapeo k — A(k) = A(k)/|A(Kk)]| entre el toro de Brillouin T2, y la esfera de Bloch
S2. Cada punto en la esfera de Bloch representa un pseudo-espinor del hamiltoniano (k).
Adaptada de [2]

vectorial. Esto afecta a la fase de las funciones de onda, provocando que el
sistema presente transiciones de fase topologicas [44].

Los eigenestados mostrados en la Ec. 3.1.8 son singulares siempre que
A(k) = —nm. En los puntos de Dirac, tenemos que A\(K¢) = |m|, por lo que si
m < 0 el eigenestado asociado a la banda de conduccion (n = +) es singular,
mientras que si m > 0 el eigenestado asociado a la banda de valencia (n = —)
también es singular. Para tratar estas singulares, primero debemos definir el
vector A(k) = A(k)/A(k) y expresarlo en coordenadas esféricas, es decir

sin Oy sin @y

A(k) = [ sin by cos i | | (3.1.12)
oS Qi
con
A (k) Ay (k)
= = 1.1
Oy = arc cos ( MK > y Yk = arctan ()\x(k) ) (3.1.13)

Asi, podemos expresar los pseudo-espinores parametrizados por el vector A,

N _ sin %
¥4 (k) = <Sifloi e%wk) y o (k) = <Cossilei2¢ k> . (3114
2 2

El vector X hace un mapeo del toro de Brillouin T2 a la esfera unitaria S2,
o esfera de Bloch [65]. Como se muestra en la Fig. 3.2, para cada k existe
un punto :\(k) en la esfera de Bloch que parametriza a un pseudo-espinor
del hamiltoniano #H (k). Por lo tanto, no podemos definir los eigenestados de
manera continua en la esfera de Bloch. Esto es equivalente a decir que, en
analogia al teorema de la bola peluda [83], es imposible definir un fibrado
vectorial continuo que cubra toda la esfera [65].
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Sin embargo, podemos proceder a definir dos eigenestados para cada ban-
da, uno que cubra el hemisferio norte de la esfera Uy y otro que cubra el
hemisferio sur de la esfera Ug [65, 84|, esto se debe a que las singularidades
se presentan con el cambio de signo de m, aunque en general es facil observar
que se presentan con el cambio de signo de la componente A, (k), siempre que
Az(k) = A\y(k) = 0. En el limite cuando k — K tenemos que fx — 7 si m < 0
y 0k — 0 si m > 0, por lo tanto, los eigenestados son

- (L) v emp o (). <o
o)+ (o) v eme o (L), s w0

donde ¢ es una fase mal definida. Esto quiere decir que el limy k. ¢x no
existe y por tanto k = K¢ es una singularidad. Mediante una serie de Laurent
es posible demostrar k = K¢ es una singularidad irremovible.

Es conveniente realizar una transformacion gauge, que béasicamente es mul-
tiplicar por una fase e** los eigenestados de una manera adecuada, evitando
tener singularidades y definiendo los eigenestados para toda la zona de Bri-
llouin. De modo que se recupera lo siguiente

O — 1K 9
!¢f<k>>=(siff§;wk) v ek >—( )

— -0 Ok
N —e™ "k sin 2= S —sin &
k)) = 2 — 2
W—( >> ( COSO—k y W > coS 9k upk )
donde los indices N y S corresponde al hemisferio Uy y Ug respectivamente.
Con base en la forma de los eigenestados de Ec. 3.1.16, podemos definir
la funcién de transicion f;, = €« que permite movernos entre los hemisferios

realizando un cambio de fase en el ecuador (6x = 7), mediante las siguientes
relaciones

WY () = i) vy [RSk) = fi[eN (k). (3.1.17)

La imposibilidad de definir los estados propios (eigenestados) de manera
continua en toda la esfera de Bloch, indica la no trivialidad del fibrado vec-
torial T? — S2. De tal manera que, para describir un fibrado vectorial, se
requieren dos trivializaciones: Uy y Ug. El cambio de una trivializacion a otra
se acompana de una fase no dinamica, que en este caso se conoce como funcién
de transicion f;. En el modelo de grafeno con masa, la funcion de transicion
implica un cambio de signo de m, lo que resulta en un punto donde se cierra la
brecha de energia. Este cierre esta intimamente relacionado con una transicion
de fase topologica |2, 85]. Para este modelo solo podemos encontrarnos en una
de las trivializaciones debido a que el término de masa es constante. No obs-
tante, tal como se mostrara més adelante, en otros sistemas mas complejos el
cierre y la apertura de la brecha de energia va acompanada de una transicion
entre fases de diferente naturaleza.

(3.1.15)

(3.1.16)
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3.1.2. Fermiones de Dirac con masa

Para el estudio a bajas energias en grafeno con masa, se procede de manera
similar al tratamiento utilizado para grafeno pristino en el capitulo anterior.
El hamiltoniano del grafeno con masa, difiere por la matriz mo,, con respecto
al del grafeno pristino,

H(k) = <ff(<)k) f(ok)) T <Tg —(371) ’ (3.1.18)
=Ha(k) + Hum,

donde Hg(k) es el hamiltoniano de grafeno pristino, Ec. 2.2.24 y ‘H,,, = mo..
Dado que H,, es una matriz constante, al realizar la expansién en serie de
Taylor a primer orden en la ecuaciéon anterior, Ec. 2.3.2, obtenemos el siguiente
hamiltoniano a bajas energias

He(p) = vp p - o¢ +mos, (3.1.19)

donde p = hq = h(k — K¢) es el momento relativo a los punto K¢ y o¢ =
(€04, 0,). Resolviendo la ecuacion de eigenvalor, la relacion de dispersion lineal
a bajas energias es

Ey(q) = n\/ﬁQU%IqP +m? (3.1.20)
y sus correspondientes funciones de onda,
L (e X (a) + ?7’")
HQ) = ———= , 3.1.21
Vi) 2XE(q) (776158%/2 \e(q) — nm ( )

donde 2X\¢(q) = E5(q) — E(q) y ¢q = tan~1(g,/q.) es el angulo azimutal en
el espacio de momento. Por otro lado, aplicando la Ec. 2.3.15 a la relacion de
dispersion Ec. 3.1.20, podemos encontrar la masa efectiva en este sistema, esto

€S
h2 2 .2 2
VITURL T (3.1.22)

2
Vg

Meff =
Para ¢ = 0 (k = K;) la masa efectiva est4 dada como

m|

Mefr = (3.1.23)

v
A diferencia del grafeno pristino, en este modelo encontramos que alrededor
de los puntos de Dirac los electrones se comportan como particulas relativistas
masivas. En base a esta analogia, tenemos que m juega el rol de energia de
reposo y por lo tanto meg es la masa en reposo. Sustituyendo en la relacion de
dispersion tenemos que

Ey(q) = n\/ﬁ%%lql2 + mZgUp. (3.1.24)
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(a) (b)

Eb = chff U%
dz

Figura 3.3 (a) Estructura de bandas de grafeno pristino alrededor de los puntos de Dirac,
donde los electrones se comportan como particulas sin masa y por tanto no hay una brecha
de energia. (b) Estructura de bandas de grafeno con masa alrededor de los puntos de Dirac,
donde la masa que adquieren los electrones provoca una brecha de energia.

Asi, la relacion de dispersion anterior, que describe a los portadores de carga a
bajas energias, es un analogo al correspondiente de particulas relativistas con
masa. Esto justifica el nombre de grafeno con masa.

En un trabajo alterno, Hunt y colaboradores mostraron que al colocar
grafeno sobre un sustrato de nitruro de boro hexagonal (h-BN), las propiedades
electronicas del grafeno eran modificadas. Encontraron que el sustrato induce
un término de masa y una brecha de energia de ~ 30 meV [86]. Por lo tanto,
si los electrones desarrollan una masa, entonces esto implica la existencia de
una brecha de energia (véase Fig. 3.3), dada por

Ey = 2|m| = 2meg v (3.1.25)

De acuerdo con nuestra analogia con particulas relativistas en el hamiltoniano
de Dirac del grafeno, esta energia es la necesaria para crear un electrén y un
hueco (particula y antiparticula) [85].

Por tltimo, es posible modificar el hamiltoniano de Dirac, Ec. 3.1.19, tal
que, en lugar de la masa ordinaria, se introduce un término m¢ dependiente
del valle,

He(p) =vp p - o¢ + meo.. (3.1.26)

Lo anterior permite tener un control sobre las simetrias del sistema, tal que
términos de masa distintas, m, # m_, da como consecuencia el rompimiento
de la simetria de inversion temporal. En esta representacion, dependiendo del
valor de la masa en cada valle y entre valles podemos romper la simetria de
inversion, la simetria de inversion temporal o ambas. El término m, se puede
justificar de varias maneras, tal como veremos en la siguiente seccion.
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3.2. Modelo de Haldane

La resistencia Hall es un fenémeno que ocurre cuando un material conduc-
tor se encuentra bajo la influencia de un campo magnético externo aplicado en
una direccién perpendicular al plano donde se encuentra el material. La inter-
accion de los electrones en movimiento con el campo magnético produce una
deflexion perpendicular a su direccion original, debido a la fuerza de Lorentz.
Esto tiene como efecto la aparicion de una corriente conocida como corriente
Hall, que se comporta linealmente con la intensidad del campo magnético.

En 1980, Von Klitzing y sus colaboradores descubrieron una nueva forma de
resistencia Hall conocida como el efecto Hall cuantico entero (IQHE). En vez
de la tipica resistencia lineal, la resistencia Hall presentaba una conductividad
escalonada, y se encontré que la posicion de los escalones coincidia con un valor
de conductividad multiplo de valores enteros [38]. En 1982, Thouless, Kohmto,
Nightingaley y Nijs (TKNN) demostraron que este nimero entero estaba aso-
ciado con un invariante topologico llamado primer ntimero de Chern [41]. Este
nimero se relaciona intrinsecamente con los estados de borde en materiales
finitos, lo que dio lugar al surgimiento de los aislantes topolégicos, los cuales
son materiales finitos caracterizados por ser aislantes en el bulto y conductores
en los bordes.

El modelo TKNN requiere la presencia de un campo magnético perpendi-
cular, sin embargo, en 1988, F.D. Haldane propuso un modelo en una red de
grafeno similar a este modelo, pero que rompia ambas simetrias de inversion
espacial y temporal sin necesidad de un campo magnético externo [48, 87].
Para comenzar, Haldane considera el modelo de grafeno con masa, que para
entonces por el trabajo de Semenoff [78| se sabia que poseia una brecha de
energia. Para romper la inversion temporal, en vez de introducir directamen-
te un campo magnético, Haldane encontré que era suficiente anadir una fase
compleja no dependiente del momento k. En el contexto de la aproximaciéon de
amarre fuerte, es suficiente con introducir una fase a los parametros de salto,
denominada fase de Peierls [88] y esta dada por

e J
tw — tijezﬁ¢ij7 donde Qsz] = / A(I‘) . dr, (321)

donde A(r) el vector potencial. La idea de Haldane es introducir al grafeno
con masa un flujo magnético a través del vector potencial, de tal manera que el
campo magnético efectivo en el sistema se anule. Esto se logra si consideramos
que el flujo magnético a través de una celda unitaria sea cero. Esto implica
tener un hamiltoniano de la forma

H=m Z ala; — mz b;bj - tz alb; +t' Z evi?(ala; 4+ bib;) + Hee. |
i J (ig) ((27))

(3.9.2)
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Figura 3.4 (a) Patrén de saltos definido por Haldane. Las flechas (rojas y azules) circulan
en el sentido de las agujas del reloj alrededor del centro de cada hexagono de atomos de
carbono. Los vectores by, bs y bs conectan cada sitio A (o B) con sus segundos vecinos.
(b) Definicién del indice v;; que corresponde al signo de la fase. (c) Representacion de celda
unitaria (paralelogramo) con los saltos a segundos vecinos (flechas rojas). El flujo global a
través de dicha celda unitaria es cero.

donde t' # 0 es el parametro de salto a segundos vecinos, ¢ es la fase de
Aharonov-Bohm que adquieren los electrones [65, 89|. El indice v;; se define
conforme al patrén de saltos seleccionados!, Fig. 3.4 (a), esto es

01 X 0y,
=2 g 3.2.3
& 015 X 84 © ( )

donde [ es el primer vecino comun del sitio ¢ y del sitio j. En la Fig. 3.4 (b)
se muestra un ejemplo, donde tenemos que d;; = 3, mientras que §; = —0d
para el sitio de la izquierda y d; = —&; para el sitio de la derecha. En esta
situacion, el término de Haldane es la interaccion a segundos vecinos de tal
manera que el salto entre ellos implica un cambio de fase. Este cambio de fase
es tal que la contribucién de ambas subredes al flujo total interno sea cero,
Fig. 3.4 (c).

El vector potencial puede relacionarse, mediante las ecuaciones de Maxwell,
con un campo magnético interno, por lo que a este tipo de campos se les
conoce como campos pseudo-magnéticos. Anadlogamente a la definicion hecha de
pseudo-espinor en la seccion 2.3, podemos definir un campo pseudo-magnético
como una cantidad que provoca en los portadores de carga un comportamiento

1De forma sencilla, este indice es negativo a favor de las manecillas del reloj y positivo
en caso contrario.
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similar al que ocasiona un campo magnético. Por ejemplo, un campo pseudo-
magnético aparece en las deformaciones de redes cristalinas mediante tensiones
uniformes [90-92].

En la Ec. 3.2.2 la interaccion a segundo vecinos solamente es entre dtomos
de la misma subred y los vectores que conectan estos sitios estan dados por

H = 62 — 53, Ho = 63 - 51, M3 = 51 - 62. (324)

que se pueden expresar de forma mas general como pu,; = %gijk(éj — &), con
i =1,2,3y &4 el tensor de Levi-Civita. Como mencionamos antes, los saltos
a segundos vecinos son definidos por un patrén en especifico, como se muestra
en la Fig. 3.4. Por lo tanto, el modelo de Haldane estd dado como

3
H = mZaIAarA — mZbIBer — tZZ(alAmen + bIAHnarA)_
ra rp

rqg n=1
3
5 (bt + Do) 1
n=1 ra rp
(3.2.5)

donde la fase ¢ la restringimos al intervalo [—7, 7] y dondery = ryrp = r+4;
corresponden a la posicion de los sitios A y B respectivamente. Procedemos
como en las secciones anteriores para obtener el hamiltoniano en el espacio-k
dado por,

H=%" {aTkmak — blmby + [aL FK)bk + alh(k)eay. + blh(k)e by + H.C.} } ,
k

(3.2.6)
donde para simplificar hemos definimos el factor de estructura a segundos
vecinos

3
h(k) = —t') " ehn, (3.2.7)
n=1

Asi, en forma matricial el hamiltoniano se escribe como

_ (k) + e~ hf (k) +m (k) ay,
(I ()
(3.2.8)
En los elementos que componen la diagonal de la matriz, es facil observar que
los términos que dependen de ¢ se pueden reescribir como la parte real de

un nimero complejo. Por lo que el hamiltoniano de Bloch para el modelo de
Haldane es

QRe(eh(k)) +m (k) ) , (3.2.9)

H(k) = ( (k) MRe(e=h(k)) — m
La ecuacion anterior se puede escribir como una suma de la forma,

H(k) = Ha(k) + Hip(k) + He(k), (3.2.10)
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donde H(k) es el hamiltoniano de Bloch del grafeno pristino, H,,(k) = mo,
es el término de masa y Hy(k) = 2Re{diag(e’’h(k), e ?h(k))} es la matriz
que contiene la fase de Haldane.

Por otra parte, al igual que en los modelos anteriores, resulta conveniente
escribir el hamiltoniano de Bloch como una combinaciéon lineal de las matrices
de Pauli, para eso debemos reescribir H, (k). Primero observemos que

3 3
Re(e*?h(k)) = Re (—t'z ei(k'“ni‘b)) = —t Zcos(k “p, £ 0), (3.2.11)
n=1 n=1

y aplicando la identidad trigonométrica de sumas de angulos para el coseno,
la matriz H4 puede ser escrita en término de las matrices de Pauli, asi

3
-2t Z cos(k - p,, + ¢) 0
Hy(k) = n 3
0 -2t/ Z cos(k -, — ¢)
n=1
N 1O o 10
= —2t CosqbZCos(k ) 0 1) " 2t smgszm(k ) 0 —1
n=1 n=1

3 3
= -2t cosgzﬁZcos(k ) Towo + 2t singbZSin(k @) 0,
n=1 n=1

(3.2.12)
donde l,y5 es la matriz identidad de dimension 2 x 2. Por lo tanto, se recupera
el siguiente hamiltoniano de Bloch para el modelo de Haldane

H(k) = Xo(k) o0+ A(k) - o (3.2.13)

donde og = Iyys es la matriz identidad, A\g = —2t' cos ¢ Re{h(k)} y A(k) =
(Re{f(k)}, Im{f(k)}, m + 2t'sin¢ Im{h(k)}).

Al igual que con los dos modelos anteriores, la estructura electronica de
bandas se recupera al resolver el problema de eigenvalores. Entonces, se en-
cuentra que la relacion de dispersion para el modelo de Haldane es

E,(k) = Ao(k) + nA(k), (3.2.14)
y las eigenfunciones son
_ 1 A (k) + nA(k)
0, (k) = NI CERDN0) (/\x(k) N My(k>) : (3.2.15)

Un aspecto interesante a notar es que, la estructura de bandas en el modelo
de Haldane contiene el término Ag(k), a diferencia del grafeno pristino y del
grafeno con masa que no lo contienen. No obstante, este término no se encuen-
tra en las eigenfunciones, por lo que nuestra descripcion del fibrado vectorial
T2 — S? sigue siendo vélido para el modelo de Haldane.
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Figura 3.5 Estructura de bandas electrénicas del modelo de Haldane. Las lineas sélidas rojas
corresponden al caso donde ¢’ = 0.1 eV para varios valores de m = {—3+/3t/,0,3/3t'} y un
par de valores de ¢ = {—7/2,7/2}. Las lineas punteadas grises corresponden al caso donde
t' =0eV, m = 0eV y para cualquier valor de ¢. En ambos casos se considera que el término
de salto t =1 eV.

Por otro lado, tanto en grafeno pristino como en grafeno con masa, la brecha
de energfa se cierra y abre en ambos puntos K. Sin embargo, en el modelo de
Haldane no ocurre lo mismo, la brecha de energia evaluada en los puntos de

Dirac es
AE(K¢) = 2|m — £3V/3t' sin ¢|. (3.2.16)

Esta expresion depende del sign(m — £3V/3t sin ®), que a su vez depende del
parametro de masa m y la fase ¢. Por lo que, tenemos tres casos de analisis:

= m = £33t sin ¢: La brecha de energia se cierra en este caso, no obstante
esto no ocurre a la vez para ambos valles, por lo que mientras en un valle
la brecha esta cerrada en el otro estara abierta.

= |m| < £3V/3t'sin ¢: La brecha de energia se mantiene abierta, mientras
esto se cumpla habra una transicion de abertura y cierre entre ambos
valles. (véase Fig. 3.5).

= |m| > £3+/3t' sin ¢: Nuevamente la brecha de energia se mantiene abierta
sin importar el signo de m, de hecho, si |m| > £3/3t' sin ¢, se recupera
el modelo de grafeno con masa.

En la Fig. 3.5 se muestra la estructura de bandas del modelo de Haldane, en
especifico se muestran los primeros dos casos antes mencionados, mientras que
el ultimo caso es similar a lo antes visto de grafeno con masa, Fig. 3.1. Ademas,
podemos observar que si fijamos la fase ¢ y se varia m, la brecha se va cerrando
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en un valle mientras en el otro se abre, pero nunca se cierra en ambos valles a
la vez.

Por otra parte, similar al modelo de grafeno con masa, es adecuado expresar
el vector ;\(k) en coordenadas esféricas y por tanto escribir los eigenestados
como

Gk 9k

|14 (k)) = ( o 2. ) y o |v-(k) = < —sing ) . (3.217)

sin %ewk COoS %“e“"k

donde ahora los eigenestados estan parametrizados sobre la esfera de Bloch
(véase Fig. (3.2)). Debemos recordar que los eigenestados no estan bien defi-
nidos en toda la esfera de Bloch. En el limite cuando k — K, tenemos que

A(Ke) =m —€3V3t'sing <0, = O =0

3.2.18
A(Ke) = m — €3V/3t sing > 0, = O =7 ( )
y para simplificar definimos

mb, = m — £33t sin ¢, (3.2.19)

como masa de Haldane. Por lo que en el limite los eigenestados son

0 -1 -
[+ (Ke)) = | Ligae y oo [ (Ke) = ), simy <0,

(3.2.20)

i) > (o) v em o (). s w0

donde @y es una fase mal definida. Tal como se describi6 en la seccion anterior,
esto quiere decir que el h’mk_g{5 ¢k no existe y por tanto k = K¢ es una
singularidad. Por lo tanto, nuevamente es conveniente multiplicar por una fase
fi = e¥x, tal que
N cos %“ S
‘w+ (k>> = ( 9k€ig0k> y ‘w+(k>> = (

e "k cos %“)
b

sin % sin %
N — ek gin %k S0 _sin %k (3.2.21)
W}_( )> o ( cos%k ) y W}_( )> - <cos%kewk) ’

son como los eigenestados (Ec. 3.1.16) antes definidos para grafeno con masa.
El cambio de una trivializaciéon a otra se acompana de una fase no dinamica,
que llamamos funcién de transicion f;. No obstante, recordemos que en grafeno
con masa Unicamente nos podemos encontrar en una de las trivializaciones, ya
que el signo de m no cambia al recorrer la zona de Brillouin. Pero en el modelo
de Haldane tenemos que la masa qu = m%(m, ®), puede cambiar de signo,

por lo que tendremos los siguientes casos de estudio:

n M= 53\/525’ sin ¢: Caso critico, tenemos que 6 = 7/2, porque m% = 0.
Por lo que nos encontramos en la frontera de las trivializaciones, y es
donde la brecha de energia se cierra en alguno de los valles.
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Figura 3.6 Representacion del diagrama de fase del modelo de Haldane, considerando como
parametro la masa de Haldane m% Se ilustra para cada zona las trivializaciones a considerar
para el fibrado vectorial. En el caso de las zonas cerradas el fibrado vectorial es no trivial. Las
lineas roja y azul corresponden a los casos mj; = 0y my = 0 respectivamente.

= |m| < £3V/3t'sin ¢: La masa de Haldane cambia de signo al recorrer la
zona de Brillouin, por lo que es necesario la definicion 3.2.21. En este
caso habra una transicion de abertura y cierre entre ambos valles.

= |m| > £3V/3t'sin¢: En este caso a pesar que la brecha de energia se
mantiene abierta, no hay cambio de signo de m% y solo nos encontaremos
en una de las trivializaciones, como en grafeno con masa.

En la Fig. 3.6 se muestra el diagrama de fase para el modelo de Haldane,
donde la masa de Haldane, Ec. 3.2.19, es el parametro que caracteriza las
diferentes fases. Se ilustran las diferentes zonas de los casos antes mencionados,
y es importante observar que las zonas encerradas por las lineas son donde el
fibrado vectorial es no trivial, ya que al recorrer la zona de Brillouin se anadiréa
la fase f;.

3.2.1. Aproximacion a bajas energias

De forma similar al grafeno pristino y grafeno con masa, podemos realizar
la aproximacién a bajas energias para el modelo de Haldane, y describir el
comportamiento electrénico en la vecindad de los puntos K¢. Como mencio-
namos anteriormente, el hamiltoniano de Bloch del modelo de Haldane puede
escribirse como en Ec. 3.2.10, por lo que al expandir en serie de Taylor esto
resulta en expandir cada término, sin embargo ya conocemos la expansion de
Ha(k) y Him(k), entonces tinicamente restaria expandir en serie Hy(k), esto
es

H¢(k) =~ H¢(K§) + (k — Kg) . VkH¢(k)|K§, (3222)
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donde £ = =+ es el indice de valle. Asi, al evaluar en K¢, obtenemos
Hy(Ke) = 3t cos ¢ 09 — £3V/3t sin ¢ 0. (3.2.23)

Mientras que al tomar el gradiente de H,(k) y evaluar en los puntos K¢ se tiene
que ViHg(k)|k, = 0. Por lo tanto, sumando todos los términos se recupera el
siguiente hamiltoniano a bajas energias para el modelo de Haldane,

Me(q) =4 00 +vpp - 0 +m; 0, (3.2.24)

donde p = hq = h(k — K¢) es el momento relativo a los punto K¢, o =
(Eow,0y), m% es la masa de Haldane antes definida y €, = 3t cos¢ es una
energia asociada a un desplazamiento de energia. Resolviendo la ecuacion de
eigenvalor He(q) [Ye(q)) = Ee(q) [¥e(q)), la relacion de dispersion lineal a
bajas energias es

E5(q) = g4+ n\/ﬁ2v%|q| + (m)?, (3.2.25)

y las funciones de onda son

1 e~i6val2\ [ \E(q) + nmfg

vn(@) = ===
[45(a)) V(@) \ peieear2, [3é(q) — s,

(3.2.26)

donde 2X\¢(q) = E5(q) — EL(q) y @q = tan~'(g,/q.) es el angulo azimutal en
el espacio de momento.

Nuevamente la relacion de dispersion Ec. 3.2.25 que describe a los portado-
res de carga a bajas energias, es un analogo al correspondiente de particulas re-
lativistas con masa, con diferencia de un desplazamiento de energia. En contra
parte al grafeno con masa, en el modelo de Haldane los electrones se compor-
tan como fermiones de Dirac masivos con una masa m% dependiente del valle.
Se ha encontrado que es posible simular este sistema y generar una brecha
energética en cada valle agregando al grafeno pristino una textura de espin en
la estructura cristalina del sistema [93], pero también por la combinacion de
incidencia de luz circularmente polarizada [94].

3.2.2. Mas alla del modelo de Haldane

Es importante mencionar que el modelo de Haldane no se aprecié plena-
mente en la época que Haldane publicé su trabajo, porque el grafeno se con-
sideraba un material puramente tedrico e imposible de obtener |7]. Ademas,
de que los términos de ruptura temporal implicados en el modelo de Haldane
eran lo que los fisicos llaman modelo de juguete (o toy model en inglés) los cua-
les son modelos muy simplificados que suelen utilizarse para explicar ciertas
propiedades fisicas de los materiales. No obstante, el modelo de Haldane se ha
logrado realizar en algunos materiales de materia condensada y en sistemas de
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atomos frios [95-97]. El modelo de Haldane fue el primer ejemplo de lo que se
conoce como aislante de Chern.

En 2005 los trabajos de C.L. Kane y E.J. Mele [49, 98] llevaron a un re-
nacimiento del interés en el modelo de Haldane. Kane y Mele proponen una
variante del modelo de Haldane en la que la topologia no trivial surge de
la simetria de inversiéon temporal, que se conserva por un término de espin-
orbita [98], dicho modelo se conoce como modelo de Kane-Mele. A grandes
rasgos, la interaccion espin-6rbita da como resultado dos copias del modelo de
Haldane en donde las corrientes en los bordes no son de carga eléctrica, sino
de espin. Por esta razon, este efecto se denomina efecto Hall cuéntico de espin
(QHS por su siglas en inglés). Este modelo es considerado el primer ejemplo
de los aislantes topologicos.

Sin embargo, la propuesta de Kane y Mele de un aislante topologico con
inversion temporal en el grafeno no es realizable debido a que la interaccion
espin-orbita es débil [99-102] y por tanto la brecha de energia es pequena [49,
71], del orden de 1073 meV [103]. Por ello fué necesario considerar materiales
con una fuerte interaccion espin-érbita. En 2006, Bernevig, Hughes y Zhang
realizan un desarrollo tedrico del efecto Hall cuantico de espin en el pozo de
potencial formado en un semiconductor de tipo III de HgTe-CdTe [103]|. En
2007, el efecto se detecta experimentalmente [104].



Propiedades topolégicas del grafeno

4.1. Teoria geométrica de bandas

Como se mencion6 en el capitulo 2, la clasificacion de las distintas fases
de la materia es un tema central en la fisica de la materia condensada. Esta
clasificacion fue introducida por Félix Bloch con el famoso teorema que lleva su
nombre [34]. El teorema de Bloch resulta fundamental en la fisica del estado so6-
lido ya que implica que los electrones en los cristales periédicos estan dispuestos
en una estructura de bandas, indexados por su cuasi-momento fk en la zona
de Brillouin. Dependiendo de la forma de la estructura de bandas, se puede
obtener una clasificacion de los materiales que es bien conocida: metales, semi-
conductores y aislantes. Por otra parte, la teoria de Landau-Ginzburg-Wilson
de las transiciones de fase [35-37] se basa en un mecanismo de ruptura de si-
metria para dar lugar a una clasificacion. Por ejemplo, la superconductividad
se caracteriza por la ruptura de la simetria gauge U(1) [105, 106].

Sin embargo, todo esto cambi6 con el descubrimiento de nuevas fases de la
materia, como los aislantes topologicos, donde se encontré que existen mate-
riales que pueden presentar conductividad en su superficie o bordes, pero ser
aislantes en su interior. En estos materiales, la conductividad esté protegida
por algo llamado simetria topologica, lo que significa que es robusta frente a
ciertas perturbaciones, como la presencia de impurezas o defectos en la estruc-
tura cristalina |38, 41, 48]. Hoy en dia, estas fases son conocidas como fases
topoldgicas, y abren paso a una teoria moderna de bandas donde la geometria
y la topologia de las funciones de onda son la base para la clasificacion de los
materiales |73, 74]. Estas fases se presentan en materiales exoticos llamados
materiales topologicos, tales como aislantes topologicos [71], semimetales de
Dirac y de Weyl [107], y superconductores topologicos [108].

En esta seccién, nos centramos en los aislantes topologicos, que poseen
una estructura de bandas anéloga a la de los aislantes, pero con la diferencia
de que exhiben una conductividad no nula. Ademés, estos materiales cuentan
con un nimero cuantico topologico que esta caracterizado por el hamiltoniano

38
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0o

Figura 4.1 Existe una homotopia entre un toro y una taza, por lo que podemos deformar
continuamente uno y obtener el otro. Ademas ambas superficies estan caracterizadas por un
invariante topoldgico, en este caso es el género g = 1, es decir el niamero de huecos de la
superficie.

del sistema. Este niimero es intrinseco y se caracteriza por ser invariante ba-
jo deformaciones continuas del sistema, lo que se conoce formalmente como
invariante topoldgico.

Para comprender la descripciéon anterior, consideremos dos sistemas A y B
con hamiltonianos respectivos H4 y Hg. Decimos que H 4 y Hpg son equivalen-
tes si es posible deformar continuamente H4 y obtener Hpg, manteniendo inva-
riantes las simetrias del sistema. Matematicamente, esto es equivalente a decir
que existe una funcion f(¢) con 0 < ¢ < 1, tal que f(0) = Hay f(1) = Hg'. Si
H, vy Hp son equivalentes, entonces se distiguen por un invariante topologico
(véase Ref. [84]). Por ejemplo, como se muestra en la Fig. 4.1, la superficie de
un toro se distingue topologicamente por su género g, el nimero de huecos, en
este caso g = 1; por esa razéon, una taza que posee un hueco, es equivalente
topolégicamente a un toro. Aunque, esto no ocurre con una esfera, ya que el
genero es g = 0, por lo que no es posible deformar un toro y obtener una esfera
(o viceversa).

En los sistemas de materia condensada, el invariante topologico esté co-
dificado en las propiedades geométricas del sistema, mas precisamente en el
tensor geométrico cudntico, compuesto de la métrica cuantica y de la curvatu-
ra de Berry [45-47]. En el caso de los sistemas abordados en este trabajo, el
invariante topolédgico es el nimero de Chern, que como veremos es la integral
de la curvatura de Berry sobre la zona de Brillouin.

4.1.1. Fase y curvatura de Berry

En mecénica cuantica, una fase geométrica es una fase que un sistema ad-
quiere al recorrer adiabaticamente un ciclo en el espacio de parametros del
hamiltoniano. Este fenémeno fue ignorado durante mucho tiempo, ya que se
pensaba que esta fase podia ser despreciada mediante una transformacion gau-

La funcién f(t) se define como un homotopia. Si dos objetos se relacionan por una homo-
topia, entonces estos objetos son homeomorfos y se distinguen por un invariante topolédgico.
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ge. Sin embargo, en 1984 Michael Berry ofrecié6 una elegante interpretacion
geométrica de esta fase, hoy en dia conocida como fase de Berry [47]. La fase
de Berry también es conocida como fase de Berry-Pancharatnam, porque fue
generalizada por Berry pero anteriormente habia sido descrita por S. Pancha-
ratnam en Optica clasica [109]. Muchos anos antes, H. C. Longuet-Higgins y
colaboradores habian descrito un fenémeno similar en fisica molecular [110].
A continuacioén, se introducira el concepto de la fase de Berry y su asociacion
con la conexion y curvatura de Berry.

Consideremos un sistema descrito por un hamiltoniano H(k), que depen-
de del tiempo a través de un conjunto de pardmetros kK = (K1, Ko, ..., k). El
espectro de energia E, (k) y los eigenestados |1, (k)) pueden obtenerse resol-
viendo la ecuacion de eigenvalor

H(K) [Pa(K)) = Ea(k) [Va(r)), (4.1.1)

donde o« = 1,2,...,ny E,(K) es un nivel de energia no degenerado del sistema.
Si variamos adiabaticamente los parametros () alrededor de un circuito, por
el teorema adiabatico tendremos que el sistema regresara a su estado inicial
pero la fase habra cambiado [111, 112], asi el eigenestado a tiempo ¢ estaria
dado por _

[W(r(1))) = e 7o FakEDU 1000 [y (1(0))) (4.1.2)

donde el primer término en el producto de exponenciales es la fase dindmica.
El segundo término es la llamada la fase de Berry [47, 113] y esta definida
como

1 (C) = 7{ A2 (k) di (4.1.3)

donde hemos utilizando la convencién de sumas de Einstein. C es el camino
trazado en el espacio de parametros y A (k) es conocida como la conexién de
Berry, que se define como

AL(K) = i (% (K)|0" (K)) - (4.1.4)

Debemos observar que se ha omitido la dependencia en ¢, porque la fase de
Berry solo depende de la forma del camino en el espacio de parametros y es
independiente de la variacion de k(t) con respecto al tiempo. Haciendo una
analogia con la teoria electromagnética donde la conexion de Berry es el vector
potencial de un campo electromagnético. Bajo una transformacion de gauge,
los eigenestados y la conexion de Berry se transforma como

(k) — e (k)),  A(K) = AL(K) = Bud(k),  (4.15)

por lo que la conexion es dependiente de gauge. Siguiendo con la analogia,
podemos definir el campo magnético como el rotacional de la conexién de
Berry. Mediante el teorema generalizado de Stokes la fase de Berry puede
expresarse como

(€)= % / Q2 (k) dr? A dr” (4.1.6)
S
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donde
(k) = 0, A, (k) — 0, Au(K) (4.1.7)

es la curvatura de Berry [47, 114]. Asi, la fase de Berry es el flujo de la curvatura
de Berry a través de la superficie S delimitada por el camino C = 9S. Por
ejemplo, en un espacio bidimensional, k = (k,, k), la curvatura de Berry es

Qg (K) = 0, AL (K) — Oy, AL (K), (4.1.8)
la cual puede expresarse como una suma sobre todos los estados [113]:

. (o) DM () [67 () ('] 0, () [ () — (v > )
Ul =i 2 [Bo(r) — B (m)] '

a'#a

(4.1.9)

Esta expresion nos indica que la curvatura de Berry no es una propiedad tinica

de la banda, sino méas bien una propiedad general de la estructura de bandas

del sistema. Otro aspecto importante es que la curvatura es singular si dos

niveles de energia son iguales en algin punto k. Siguiendo la analogia electro-

magnética, este punto de degeneracion corresponde a un monopolo magnético.

Si los puntos degenerados forman una cuerda, se conoce como cuerda de Di-
rac [2, 113, 115].

Por ultimo, un ejemplo de espacio de parametros es el momento cristalino
en el toro de Brillouin, k € T", que podemos variar mediante una perturbacion
en el sistema. En general, la curvatura de Berry es un tensor de rango dos,
que forma parte de un objeto geométrico llamado tensor geométrico cudntico
[45, 46|. La curvatura de Berry es proporcional a la parte imaginaria de dicho
tensor.

4.2. Numero de Chern

En 1980 Von Klitzing, Dorda y Pepper, usando una muestra semiconducto-
ra descubrieron el efecto Hall cuéntico entero (IQHE por sus siglas en inglés),
en el cual un material presenta una conductividad Hall que es multiplo de
valores enteros, esto es [38]:

2

e
Opy = =V, 4.2.1
Y A ( )

donde v € Z y e es la carga eléctrica elemental del electréon. Este fenémeno se
explica mediante la cuantizacion de Landau. De hecho, en la ecuacién anterior,
el nimero v corresponde a los niveles de Landau [116]. En 1981, un ano des-
pués, Laughlin propuso que la cuantizacion en el efecto se debe a la invarianza
gauge [39]. Otra caracteristica importante del efecto Hall cuantico es que en
el material se presentan estados de borde [116]. Utilizando el argumento de
Laughlin, B.I. Halperin [40] demostr6 que cuando la energia de Fermi se en-
cuentra entre dos niveles de Landau, el material es aislante y la corriente es
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transportada por estados en el borde del material. Sin embargo, los analisis de
Laughlin [39] y Halperin [40] consideraban el efecto Hall cuantico en un gas de
electrones.

En 1982, Thouless, Kohmto, Nightingale y den Nijs (TKNN) estudiaron
el efecto Hall cuantico en un cristal y demostraron que el nimero entero v
estd asociado a una forma geométrica, un invariante topologico [41, 43]. Esto
se puede describir de la siguiente manera; consideremos un sistema perioédico
bidimensional en un campo magnético y mediante el formalismo de Kubo, la
conductividad Hall esta dada por [42]:

2
€ «
0wy = 57 Ea e, (4.2.2)

donde .
c=— [ Q2 (k) d®k, 4.2.3
5= | o009 (123)
es conocido como primer nimero de Chern. En base a las expresiones 4.1.3 y
4.2.3, podemos observar que existe una conexion entre el niimero de Chern, o

también conocido como invariante TKNN, y la fase de Berry, esto es
C* = 2my*(C). (4.2.4)

Este resultado fue demostrado por Barry Simon, donde ademéas mostr6 que la
fase de Berry es la holonomia de un fibrado vectorial [44]. El ntimero de Chern
tiene gran relevancia, debido a que esta intrinsecamente relacionado con los
estados de borde en materiales finitos [117-119], y dio lugar al nacimiento de
los aislantes topologicos. Estos materiales, que a diferencia de los aislantes y
conductores convencionales, son aislantes en el bulto pero conductores en los
bordes.

A continuacién calcularemos el niimero de Chern para los tres modelos del
grafeno que se han tratado en este trabajo: pristino, con masa y modelo de
Haldane. Para hacerlo, es necesario integrar la curvatura de Berry en toda la
zona de Brillouin utilizando las funciones de onda correspondientes de cada
sistema. En el apéndice C se muestra el calculo del tensor de curvatura de
Berry para un modelo de dos bandas, que estd dado como

17 A
(k) = 5 Ak) - (0,A (k) x O,A(k)), (4.2.5)
donde S\(k) : T? — S2. Por lo tanto el nimero de Chern esta dado por

o =—L [ Ak)- (0:.A(K) x 9,A(k)) d2k. (4.2.6)

AT Jpy
donde, para simplificar la notacién, k, = x y k, = y. Dependiendo de la
complejidad del vector A(k) seré la dificultad de calcular el nimero de Chern,
pero mas adelante mostraremos una forma préctica de calcular dicho nimero.
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(b)

Figura 4.2 (a) Conexién de Berry a bajas energia de grafeno pristino, se observa como la
conexién parece girar alrededor de los puntos de Dirac en direcciones opuestas en cada valle y
ademas diverge en dichos puntos. (b) Curvatura de Berry alrededor del punto K, entre mas
nos acercamos al punto la curvatura aumenta. Algo similar ocurre en el punto K_, pero en
lugar de aumentar, la curvatura decae cerca de dicho punto.

4.2.1. Grafeno pristino

Al igual que el hamiltoniano de Bloch, la curvatura de Berry cumple cier-
tas propiedades ante simetrias. Por ejemplo, si se conserva la inversion espacial
tenemos que Q(k) = Q(—k), mientras que si se conserva inversion temporal,
entonces (k) = —Q(—k) [113]. En grafeno pristino, ambas simetrias se con-
servan, por lo que, en principio, la curvatura de Berry es cero en la zona de
Brillouin. Otro argumento es que, en grafeno pristino debido a la simetria de
quiralidad tenemos que A, (k) = 0, entonces segun la Ec. 4.2.5, la curvatura de
Berry es cero. Sin embargo, debemos tener precaucion, porque en los puntos
de Dirac la curvatura de Berry diverge y no esta bien definida. Para estudiar
lo que ocurre cerca de los puntos de Dirac es conveniente analizar el sistema a
bajas energias, ya que la problemética ocurre en los puntos K. En este caso,
la conexiéon de Berry es

Al(a) = (¥5(a)| Vq[5(a)) = g

donde ‘\Ilfl(q)> estd dado por Ec. 2.3.11. Como se observa en la Fig. 4.2, su
campo vectorial parece girar alrededor de los puntos de Dirac con direccion
contraria en cada valle, y ademas diverge en dichos puntos. Entonces, si cal-
culamos la fase de Berry en un camino C alrededor de estos puntos, tenemos
que

VCISDCD (427)

(4.2.8)
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El dngulo ¢ recorre de 0 a 27, por lo tanto, si el camino encierra a los puntos
de Dirac, entonces

%(C) = €. (4.2.9)
es la fase que adquieren las funciones de onda al circular alrededor de un punto
de Dirac. Al sumar las contribuciones de ambos valles, obtenemos que la fase
de Berry es cero, v,(C) = 0, y por tanto el nimero de Chern también lo es,
C, =0.

No obstante, dado que la fase de Berry puede expresarse como el flujo de la
curvatura de Berry a través de la superficie encerrada por la trayectoria, debe
haber un flujo distinto de cero en los puntos de Dirac, como se muestra en
la Fig. 4.2. Por lo tanto la curvatura de Berry para el grafeno pristino puede
expresarse como

" (k) =7 i[é(k ~K/)—d(k—K;)), (4.2.10)

zy
j=1

donde K]jE son los puntos equivalentes del punto Kt y K~ respectivamente,
es decir, todos los puntos corresponden a las seis esquinas de la zona de Bri-
llouin. Siguiendo la analogia electromagnética, la curvatura de Berry en cada
uno de los puntos de Dirac puede ser identificada como un monopolo magné-
tico. Experimentalmente en 2005 se observo la existencia de una fase de Berry
distinta de cero en grafeno pristino [120]. Luego, en 2011 mediante estudios
de espectroscopia de fotoemision (ARPES) fue posible medir directamente su
fase de Berry [121].

4.2.2. Grafeno con masa

En el caso del grafeno con masa tenemos que A, (k) # 0 en Ec. 3.1.6, por lo
que no se preservan las simetrias de inversion espacial y quiral. Es importante
destacar que, en el capitulo anterior, se mencioné que el grafeno con masa es
un modelo trivial. Sin embargo, para poder demostrarlo es necesario analizar
la curvatura de Berry y calcular el nimero de Chern correspondiente a este
modelo. Por lo que la curvatura de Berry estd dada como

(k) = —%3L<k) A (O X ON). (4.2.11)
donde A(k) = [A(k)| con A(k) = {Re{f(k)},Im{f(k)}, m}, tal que 2A\(k) =
E, (k) — E_(k).

Sin embargo, dado que la componente A,(k) = m, es una constante, el
producto vectorial se reduce a una sola componente, por tanto la curvatura de
Berry es

m

Ny Oede() 0 A () = A, () DA, (4:212)

(k) =
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donde = %1 es un indice de banda. Ahora, debido a la forma del vector A(k)
donde las componentes A, (k) y A,(k), son sumas de funciones cosenos y senos
respectivamente, entonces la curvatura de Berry se reduce a

(k) = ;Agm {Z 0,0, [sin(k - §;) cos(k - §;) —sin(k - ;) cos(k - éz)]} :

3,7=1

n mt?
_ = Wk [Z 0,:0,;sin(k-(6; —9; ))] ,

(4.2.13)
donde 4,; hace referencia a la componente p del vector §; . Nos interesan
las componentes no triviales, las que estan fuera de la diagonal, por lo que la
curvatura de Berry es

0, (k) = nﬁ;ﬁmt {Z 8, [sin(k —4,)) —sin(k - (6, — 5].))]} :

\/_a mt?

HW [sin(k - (81 — 85)) +sin(k - (85 — 63)) + sin(k - (63 — 8,))].

(4.2.14)
Esta expresion puede reescribirse de una forma ya conocida, notemos que los
vectores dentro de las funciones trigonométricas son los vectores a segundos
vecinos {u;}. Por lo que la curvatura de Berry se reescribe como

\/_a mt?
Q1 (k) = 1) Zsm (k- ;). (4.2.15)

Por simplicidad y para calculos posteriores definimos Sy = Z?Zl sin(k - ;).
Utilizando identidades trigonométricas podemos reescribir la sumatoria, esto
es

Skzz{sin (k. ‘51—52) {COS (k. 51—52) s <k.m>”,
2 2 2
= —4sin (k- i _52> sin (k- 02 — 53) sin (k- 0 _51> .
2 2 2
(4.2.16)

Por lo tanto la curvatura de Berry para el grafeno con masa esta dada como

Vamt? 01— 02 . 02 — 03 . 03 — 01
n — _ma2 . . .
1, (k) na ) sin (k > ) sin <k 5 ) sin (k > ) :

(4.2.17)

2Utilizamos esta notacién para no confundir con el tensor delta de Kronecker o
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(b)
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Figura 4.3 (a) Curvatura de Berry de grafeno con masa de la banda de valencia (n = —1), con
parametro m = 1 eV. Se observa como la curvatura crece (decrece) en los puntos equivalentes
de K; (K_). (b) Curvatura de Berry en 3D de grafeno con masa de la banda de valencia,
con parametro m = 1 eV, se muestra como los picos son mas pronunciados cuando el valor de
m disminuye.

Dado que n = +1, la curvatura es de signo opuesto en cada banda. Ademés,
evaluando en los puntos de Dirac, tenemos que la curvatura local es

Q" (Ke) = — 2690 4.2.18
7y (Ke e sgn(m). (4.2.18)
En la Fig. 4.3 se muestra la curvatura de Berry y se observa que se producen
picos en los puntos de Dirac, entre més disminuya m mas pronunciados se
hacen los picos, como indica 4.2.18. Ademas, en el limite m — 0, la curvatura
de Berry es cero, excepto en los puntos K¢, en ese caso se recupera la expresion
4.2.10.

El ntimero de Chern, y por tanto el flujo total de la curvatura de Berry
debe desaparecer debido a la invariancia temporal del modelo. Esto se debe
a que la simetria de inversion temporal implica que la curvatura de Berry es

una funcién impar, QfF,(—k) = = (k), entonces segin Ec. 4.2.3 el niimero
de Chern es
1
C"=— [ (k) &’k 4.2.19
- [ (1219

donde estamos integrando sobre todo el toro de Brillouin T2, que presenta la
periodicidad k = k+ G. Asi, siempre es posible realizar un cambio de variable
de tal manera que los intervalos de integracion sean simétricos, y debido a que
la curvatura de Berry es impar, el nimero de Chern se anula, C" = 0. Como
se observa en la Fig. 4.3, en este modelo al integrar la curvatura de Berry de
los dos valles se compensan entre si. Esta cancelacion del ntmero de Chern
también confirma la ausencia del efecto Hall cuantico en este modelo y por lo
tanto el grafeno con masa se considera un aislante trivial.
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4.2.3. Modelo de Haldane

En el grafeno con masa tenemos que el flujo de Berry se cancela entre
valles, y esto estéd relacionado con el hecho de que el signo de m es idéntico en
ambos valles. Por lo tanto, tener un niumero de Chern distinto de cero requiere
tener signos opuestos de esas masas mediante la inversiéon de las bandas en
un solo valle, v eso es lo que hace el modelo de Haldane. En el modelo de
Haldane el desarrollo para obtener la curvatura de Berry es mas elaborado con
respecto al grafeno con masa ya que cada una de las componentes del vector
A(k) no contiene términos constantes. En general, la curvatura de Berry esta

dada como 0
Q1 (k) = ——— X(k) - (0, A(k LA(K)), 4.2.2
1K) = = g M9+ (9200 x DA (K) (1:2.20)
donde A(k) = |A(k)| con A(k) = (Re{f(k)}, Im{f(k)}, m+2t'sin¢ Im{h(k)}),
tal que 2A\(k) = F, (k) — E_(k). Estas ecuaciones se obtuvieron en el capitulo
anterior. Por simplicidad, calcularemos por partes el producto mixto, primero
definimos el término

A” (k) = M(K)(9,A(K) x 9,A(K)), (4.2.21)

donde p = {z,y,2} y por simplicidad ignoraremos la dependencia en k de
los términos A’ . Asi, los términos correspondientes a p = {z,y} son muy
similares, mientras que el término p = z es parecido al antes obtenido para
grafeno con masa, esto es

ALy = X (K)[0uAy (K)D, Az (k) — 0= (K)D, Ay (K],

3
= 2t't?sin ¢ Z (0,14, — O jpr,,) cos(k - ;) cos(k - ;) cos(k - d;),
irjl=1
(4.2.22)
AL, = Ay(K)[0,A:(K) 0, Ae (K) — 9 Ae (k) D, A (K],

3
= 2t't*sin ¢ Z (01t — Oy jp,,) sin(k - ;) cos(k - py) sin(k - 8;).
irj =1
(4.2.23)
Sumando los dos primeros términos y mediante identidades trigonométricas

recuperamos la siguiente expresion simplificada

3
Afw —+ AZV = 2t’t2 Singb Z (5M7jul,’l — (SVJ‘MIHJ) COS(k . (61 — 5])) COS(k . IJ,Z)
ijil=1
(4.2.24)

Mientras que el término A7 es similar al de grafeno con masa, solo se cambia
m por A, (k). Asi, los términos no diagonales, u = k,, v = k,, son

V3a2t?
2

AL, +AY = —2v/3a?t't? sin ¢ Ny, AL, =— (m + 2t'sin ¢ Sk)Sk,

(4.2.25)
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Figura 4.4 Curvatura de Berry del modelo de Haldane de la banda valencia (n = —1). Todos
los casos corresponden a ¢’ = 0.1 eV para varios valores de m = {—3+/3t'/4,0,3+/3t'/4} y un
par de valores de ¢ = {—m/2,7/2}. En todos los casos se considera que el término de salto
t=1¢eV.

donde Sy esta dado por la expresion 4.2.16 y Ny es una sumatoria que puede
expresarse como:

M= ZCOS(k. (8i — 8iv1))[cos(k - (8; — di41)) — cos(k - (8; — di42))],
- _QZ;COS(k' (0; = di41)) sin (k- 3?) sin (k. %) _

(4.2.26)
donde 7 es un indice ciclico, es decir, i+3 = 7. Por lo tanto, en forma compacta,
la curvatura de Berry para el modelo de Haldane estd dada como

2 V3t
AN (K)

Q7 (k) =na [4t' sin ¢ Ny + (m + 2t sin ¢ Sk ) Sk (4.2.27)

Al igual que en grafeno con masa, la curvatura toma signos opuestos en
cada banda. Evaluando en los puntos de Dirac, tenemos que Nk, = 0, por-
que implicitamente depende de A;(k) y A (k), asi recuperamos la siguiente
expresion ,
1, (Ke) = —a? =

8[mi |

que es bastante similar a la obtenida en grafeno con masa. Sin embargo, es
importante destacar que en esta situacion hay una dependencia en m y ¢, por
lo cual se tienen los tres siguientes casos clave:

sgn(ms;), (4.2.28)
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» Caso critico m = £3+/3t' sin ¢: la curvatura de Berry no esta definida en
uno de los valles, mientras que en el otro tiende a un valor finito.

= Caso no trivial |m| < £3v/3t'sin ¢: dado que sgn(m5,) es distinto en cada
valle, entonces la curvatura de Berry toma el mismo signo en cada valle,
tal como se muestra en la Fig. 4.4.

= Caso trivial |m| > £3+/3t'sin¢: la curvatura toma signos opuesto en
cada valle, este caso es idéntico al de la Ec. 4.2.18 para grafeno con masa
(véase Fig. 4.3).

La curvatura esté intimamente relacionada a la proximidad entre bandas, tal
como se indica en la Ec 4.1.9. Dependiendo del signo de la masa, si la brecha
de energia se cierra en alguno de los puntos de Dirac, la curvatura crece (o
decrece) en ese mismo punto (véase Fig. 3.5 y Fig. 4.4). Mientras que en el
caso m = 0, incluso con la brecha de energia presente, la curvatura de Berry
solamente es positiva (o negativa), algo que en grafeno con masa no ocurre. En
ese caso (caso trivial) la curvatura toma signos opuestos cerca de los puntos
de Dirac y en otras regiones se cancela.
Por otro lado, calcular el nimero de Chern para el modelo de Haldane,
e incluso para otros modelos®, no es una tarea sencilla debido a la forma de
la curvatura de Berry (Ec. 4.2.17). Por lo que para dar una interpretacion al
numero de Chern, podemos usar un modelo simplificado de dos bandas dado
por
or=—L [ Ak)- (8,A(K) x 9,A(k)) &2k (4.2.29)
41 Jpy
El mapeo k — S\(k) es una funcién que parte del toro de Brillouin hacia la
esfera unitaria 2-dimensional, es decir T? — S2. Esto nos permite reexpresar
la Ec. 4.2.29, tal que
cn=—"L [ aq. (4.2.30)
4 2
donde € es el angulo solido. Esta formula se justifica observando que A(k) es
el vector unitario de posiciéon con respecto al origen, mientras que el vector
d:A(k) x 9,A(K) es el vector normal a la esfera. Asi, el resultado de la integral
es proporcional a 4w, por lo tanto C"7 € Z. Por tanto, el nimero de Chern
es el nimero de veces que el vector S\(k) rodea la esfera de Bloch cuando k
recorre el toro de Brillouin [56], lo que en la literatura inglesa se conoce como
winding number. El argumento anterior nos indica que el numero de Chern es
un niamero entero. En particular para la banda de valencia partimos de

1

C~=— [ Q. (k)d. (4.2.31)
27T BZ 4

3Frecuentemente el namero de Chern se estima de forma numeérica utilizando un método
eficiente [122] que consiste en aplicar el teorema de Stokes discretizado.
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La curvatura de Berry puede escribirse en términos de la conexion de Berry,

esto es,

o — ;ﬂ (00 () = 0,A7] (4.2.32)

Integrar sobre toda la zona de Brlllouin implica anadir una fase no dinamica
a las funciones de onda y por consecuencia dividir en dos regiones el fibrado
vectorial, Uy y Us. Si bien, la fase que se anade no afecta a la curvatura de
Berry, debido a su invarianza gauge, la conexion es dependiente de gauge, por
lo que Ec. 4.2.32 debe escribirse como

o { / [0, A= (k) — 0, AN-] d*k + / [0, A% (k) — 0,A5] d%} :
21 | Jky ¥ Ks 4
(4.2.33)
donde AN- (A%-) es la conexion de Berry de la banda de valencia del hemisferio
Un (Ug) y donde Ky ={k | 0k € [0,7/2)}, Kg = {k | Ok € (7/2, 7]} son las
regiones en que se dividide el toro de Brillouin, tal que Uy = {A(k) | k € Ky}
y Us = {A(k) | k € Kg}. Aplicando el teorema de Stokes, tenemos que

C—:i{ AY- (k) - dk +
0K N

o A= (k) - dk} : (4.2.34)

K s
donde 0Ky y 0Kg son las fronteras de las superficies de Ky y Kg respecti-
vamente. Notemos que ambas fronteras corresponden a la misma 0K, ya que
0K = {k | 6k = 7/2} que corresponde al ecuador de la esfera de Bloch, por lo
que las orientaciones de 0Ky y 0Ky estan invertidas. Dado que Kg mapea al
hemisferio sur entonces la orientacion es negativa, por lo que
1

C = o § [AN—(k) — A% (k)] - dk. (4.2.35)
Recordemos que las funciones de onda, Ec. 3.2.21 | se relacionan por la funcion
de transicion, tal que ‘1/)5 (k)) = fi |¢Y (k)), entonces

A (k) — A% (k) = if (0 ()| Vi (K)) — (05 (k) [ Vi (K)) }
= i{{ (VY ()| Vi (k) — (0¥ (1) [ Vit (K)) — Ve i}
= ~if{Vf:
(4.2.36)
Dado que f; = ¥ y observando que si tomamos la banda de conduccion,

resulta algo snmlar, solamente difiere en un signo. Por lo tanto, el ntimero de

Chern es

" =-L ¢ Vp(k) - dk. (4.2.37)
21 Jox

donde n = +£1 es el indice de banda. En principio, si Viep(k) fuera continuo
podriamos decir que el nimero de Chern es cero. Sin embargo, ¢(k) contiene
singularidades en los puntos de Dirac, por lo que los valores finitos del ntimero
de Chern provienen de las singularidades.
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Para analizar que ocurre alrededor de las singularidades que se localizan en
los punto de Dirac, es conveniente considerar la aproximacion a bajas energias.
Asi, el nimero de Chern estara dado (aproximadamente) por la suma de la
contribucion de cada valle, esto es

cn=>Y"C¢ (4.2.38)

donde C’g es el nimero de Chern alrededor del valle £ de la banda 7. En el
modelo de Haldane tenemos que el hamiltoniano a bajas energias es

He(q) = €400 + Ae(q) - o7, (4.2.39)

donde A¢(q) = (§hvpgy, prqy,m%), o¢ = (£04,04,0,),y €5 = 3t' cos ¢ es una
energia que se asocia a un desplazamiento de energia. En base a Ec. 4.2.20, la
curvatura de Berry estd dada por

K22 K202 '3
53 Fm£ S S UFmH
(b)) 2(aq) (F2v2.q2 + (m$,)?)1/2’

donde ¢ = |q|. Por lo que el ntimero de Chern es

Cl = —i/ htumy &q. (4.2.41)
5 (2 02a? + (i )

O (a) = (4.2.40)

Al utilizar la aproximacion a bajas energias, no tenemos periodicidad, el sis-
tema ahora se encuentra en un plano continuo. En este caso integraremos en
una superficie que encierre al valle (¢ = 0). Realizamos un cambio de variable
a coordenadas polares, tendremos que

2
/ / éh vaHq dqdy,
(R203q + (mS;)?)1/? (4.2.42)

—&5 SIgn(mH)

es el nimero de Chern de cada valle £. La forma de la curvatura de Berry en
Ec. 4.2.40, es andlogo a un monopolo magnético, por tanto al calcular el flujo
del monopolo determinaremos su carga magnética, Ec. 4.2.41. Asi, el ntimero
C’g podemos asociarlo a una carga topoldgica. Por lo tanto, el nimero de Chern
es

o = —g[sign(m}}) — sign(mz)). (4.2.43)

Para la banda de valencia, el nimero de Chern para el modelo de Haldane es
1
Cc™ = §[Sign(m — 3V/3t'sin ¢) — sign(m + 3v/3t'sin ¢)]. (4.2.44)

Este resultado es consistente con otros dos métodos analiticos para calcular
el namero de Chern [56, 123]. El primer método consiste en determinar el



52 4.2. Numero de Chern

(a) (b)
3V3r

C=0

Fase topoldgica
Cy=+1,C_=-1

Brecha de energia
.cerrada en K

Fase trivial m
.C+=0 —T

Brecha de energia
. cerrada en K_

Fase topoldgica
Cy=-1,C_=+1

—3V3 |

@ Banda de conduccién (n = 1) @ Banda de valencia (n = —1) "

Figura 4.5 Diagramas de fase en el modelo de Haldane. (a) Representacion de las diferentes
fases topolégicas de ambas bandas, considerando ¢ = 7/2. Se muestran las bandas en los
puntos de Dirac y el color indica el signo de la curvatura, color rojo (azul) corresponde a
curvatura positiva (negativa). (b) Diagrama de fase del modelo de Haldane, igual a Fig. 3.6,
pero en este caso se ilustra el niamero de Chern para las diferentes regiones.

grado de Brouwer del mapeo ;\(k) [56]. En topologia el grado de un mapeo
continuo, S\(k), entre dos variedades de la misma dimensién es un ndmero
que representa el niimero de veces que la variedad de dominio (T?) envuelve la
variedad de rango (S?) bajo el mapeo [83]. Mientras que el segundo tratamiento
consiste en aplicar un método de regularizaciéon que asemeja al teorema de los
residuos [123], similar al aplicado en este trabajo. El nimero de Chern esta
determinado por los signos que toma la masa de Haldane y el valor del flujo
en cada valle. Analizamos los tres casos clave (véase Fig. 4.5) :

» Caso critico m = £3v/3t'sin ¢: El nimero de Chern no esté bien definido
por Ec. 4.2.44, ya que segtin Ec. 4.2.40 se requiere que m% £ 0.

= Caso no trivial |m| < £3v/3t'sin¢: El nimero de Chern puede tomar
dos valores:

e Caso ¢ € [—m/2,0): Tenemos que sign(mj;) = +1, mientras que

sign(my) = —1, por lo tanto €'~ = +1.
e Caso ¢ € (0,7/2]: Tenemos que sign(mj;) = —1, mientras que
sign(my) = +1, por lo tanto €'~ = —1.

= Caso trivial |m| > £3+/3t'sin ¢: Sin importar el sign(m), el nimero de
Chern es O~ = 0. Caso equivalente a grafeno con masa.

Por lo tanto, el modelo de Haldane en ciertos regimenes presenta fases no tri-
viales, que son equivalentes a las que presentan en el efecto Hall cuéntico. Las
fases no triviales aparecen cuando no hay simetria de inversiéon temporal, lo
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que implica que el nimero de Chern puede ser distinto de cero. En ese sentido,
sistemas similares que presenten estas fases se les llama aislantes de Chern.
Estos sistemas han mostrado ser grandes candidatos a la préoxima generacion
de tecnologias de informacion, computacion y de almacenamiento [124-131].
En el siguiente capitulo finalizaremos el estudio del modelo de Haldane, de-
terminando la correspondencia bulto-frontera, donde asociamos el ntmero de
Chern a estados en el borde.

4.2.4. Aislantes topoloégicos y el invariante 7,

Al final del capitulo 3, mencionamos que aunque el modelo de Haldane no
se ha realizado experimentalmente en grafeno, se ha logrado obtener en otros
sistemas de materia condensada [95-97|. Sin embargo, Kane y Mele [49, 98]
propusieron una variante del modelo de Haldane que se basa en la simetria de
inversion temporal y la conservacion de un término de espin-orbita.

En el modelo de Kane-Mele, la simetria de inversiéon temporal conduce
al teorema de Kramers, que establece que hay pares de Kramers [132, 133]
en ciertos puntos k € T2, denominados Momentos Invariantes de Reversion
Temporal (TRIM, por sus siglas en inglés). En estos puntos, las funciones de
onda son singulares. Mediante un analisis similar al del modelo de Haldane,
se pueden identificar diferentes fases, tanto triviales como no triviales. Sin
embargo, la presencia de inversion temporal implica que el nimero de Chern
es cero, lo que significa que las fases no triviales deben estar caracterizadas
por otro invariante topoldgico. En esta situacion, se define un indice v que
depende del Pfaffiano de la representacion matricial del operador T y que
indica el niamero de pares de ceros complejos del Pfaffiano [98]. El indice v es
un invariante topologico que solo puede tomar valores de 0 o 1, por lo que se
conoce como invariante Z, [98, 134-138].

El modelo de Kane-Mele ha abierto el camino al estudio de nuevos materia-
les conocidos como aislantes topologicos [71]. A diferencia de los aislantes de
Chern, en los aislantes topologicos, las fases no triviales estdn protegidas por
la simetria de inversion temporal. Estos materiales, a diferencia de los aislantes
convencionales, son aislantes en el bulto y conductores en los bordes. Ademas,
la fase topoldgica predicha por Kane y Mele, conocida como efecto Hall cuan-
tico de espin (QSH ), se ha reproducido de manera experimental [103, 104] y
posteriormente se ha generalizado a tres dimensiones [139-141].



Sistemas finitos

5.1. Estados de borde

En fisica de la materia condensada, muchos fenémenos estan relacionados
con la formacion de estados de borde o superficie a lo largo de la interfaz de dos
medios distintos. Estos estados se forman debido a la transiciéon brusca entre
medios con propiedades distintas. Su existencia usualmente se ha explicado
como la manifestacion de los mecanismos de Tamm [142] o Shockley [143].
Aunque no hay una distincién fisica estricta entre estos mecanismos, son dis-
tintos cualitativa y matematicamente. Los estados de borde o de superficie tipo
Tamm son aquellos generados por una fuerte perturbacion debida a la termi-
nacién asimétrica de un potencial periddico. Mientras tanto, los estados de
borde tipo Shockley son aquellos que resultan del cruce de bandas adyacentes
y pueden existir sin una perturbaciéon superficial.

En el contexto de materia topoldgica no trivial, los estados de borde son
estados topologicos que viven en la frontera entre dos regiones topologicamen-
te distintas [71]. El primer ejemplo de estado de borde topolégico fue intro-
ducido por R. Jackiw y C. Rebbi en el contexto de la teoria de campos en
una dimension [144]. Por otro lado, en materia condensada existen estados
topologicos unidimensionales en el poliacetileno, mejor conocido como modelo
SSH [145, 146]. Este modelo describe el poliacetileno como un polimero unidi-
mensional que consiste en una cadena dimerizada de atomos. En este modelo
se presenta una topologia no trivial debido a la dimerizacién, que se considera
como una distorsion de la red (distorsion de Peierls [147]). Ademas, si la cadena
es finita, aparecen estados de borde que estan relacionados con las propiedades
topologicas del material [2].

En el capitulo anterior se mencioné una de las caracteristicas del efecto
Hall cuantico [38] es la presencia de estados de borde [40]. Para caracterizarlos
se considerd una cinta infinita de ancho xy — x5 (véase Fig. 5.1 (a)), en la que se
replico el efecto Hall. El argumento utilizado para la apariciéon de los estados
de borde, se basa en flexionamiento de los niveles de Landau en los limites de la

o4
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Figura 5.1 Estados de borde en el efecto Hall cuantico. (a) Niveles de Landau de una cinta
infinita de ancho z9 — z1. Cerca del borde de la muestra los niveles de Landau se flexionan,
por lo que hay estados que cruzan el nivel de Fermi. (b) Los electrones en el bulto de una
muestra tienen un movimiento orbital tipo ciclotrén. Mientras que los electrones en el borde
no pueden completar la érbita, por lo que se produce un salto de érbita que se propaga a lo
largo del borde.

muestra debido a la diferencia de potencial entre esta y el vacio. Ademas, estos
estados en el borde se relacionan con la cuantizaciéon de la conductividad Hall.
Posteriormente, Thouless y colaboradores demostraron que el nimero entero
obtenido en el efecto Hall cuantico es un invariante topologico [41], y anos
después, Hatsugai demostroé la correspondencia entre este invariante topologico
y el namero de estados de borde [117, 118|. En el efecto Hall cuantico, el
nimero de estados de borde es proporcional al niimero de niveles de Landau.
Estos estados se pueden entender mediante el salto de orbita ciclotron (véase
Fig. 5.1 (b)), los electrones cercanos en los extremos de la muestra no pueden
realizar 6rbitas completas, por lo que los electrones rebotan contra el extremo
de la muestra y se desplazan en una direcciéon. En cada borde solo hay estados
que se mueven en una direcciéon, y la direccidén es opuesta para los bordes
opuestos. Estos estados se denominan estados de borde quirales |71, 148].

En los aislantes de Chern bidimensionales, pueden existir estados metéalicos
en la interfaz entre dos regiones con invariantes topologicos diferentes. El vacio
se considera una region topologica trivial. Cuando la simetria de inversion tem-
poral se rompe, el invariante topologico que caracteriza a estos materiales es
el nimero de Chern. Ademaés, existe una correspondencia bien conocida entre
el invariante topologico del volumen del material y el ntimero de estados de
borde en el material [71, 119], esta correspondencia se conoce como correspon-
dencia bulto-frontera o en la literatura inglesa como bulk-edge correspondence.
En la siguiente seccion, tomando como ejemplo los modelos anteriores pero
en su representacion finita, mostraremos la correspondencia bulto frontera ob-
teniendo la estructura de bandas y los estados de borde en cada una de sus
correspondientes fases topologicas.
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Celda unitaria Celda unitaria

Figura 5.2 Estructura de nanocintas de grafeno con (a) borde zigzag (cinta zigzag) y (b)
borde armchair (cinta armchair). Los rectangulos punteados definen las celdas unitarias. El
ancho de la cinta estd determinado por el nimero total de sitios, ambos sitemas tienen 2NV
sitios, N = 6 para cinta zigzag y N = 11 para cinta armchair.

5.2. Nanocintas de grafeno

En los modelos analizados en los capitulos 2 y 3, se asumi6 que la red de
grafeno era periddica en ambas direcciones, lo que implica que no tiene bordes.
Sin embargo, en una red con bordes, la periodicidad se rompe en la direccién
perpendicular a este. Por lo tanto, para el estudio de los estados de borde
utilizaremos una red que es periddica en una direccién, pero finita en la otra.
A estos sistemas se les denomina cintas o nanocintas de grafeno.

Las nanocintas de grafeno han sido estudiadas durante muchos anos, sin
embargo, en la década de los 90’s fueron de particular importancia los estudios
de M. Fujita y colaboradores [149-151], debido al creciente interés que en esa
época existia debido al descubrimiento de los nanotubos de carbono [1, 6.
Para describir las propiedades electrénicas de una nanocinta utilizaremos un
modelo de amarre fuerte, Ec. 2.2.9, el cual reescribimos aqui,

3
H=-t> Y albus, +He. (5.2.1)

r m=1

En una nanocinta, la periodicidad de la red se rompe en la direccién perpendi-
cular al borde, entonces la representacion de Fourier de operadores de creacion
y aniquilaciéon en Ec. 2.2.10 deja de ser aplicable. Para tener en cuenta la falta
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de invariancia de traslacion, tomamos una transformada parcial de Fourier

ik ag T ik aq
Gap=mE 2, an(B),  aps == D M (8), (5:22)
* ko €BZ * ko €BZ

donde N, es el nimero de celdas unitarias en la direccion . En la Ec. 5.2.1,
cada sitio r tiene coordenadas («, ) y hemos supuesto un borde a lo largo
de la direccién « con los operadores que satisfacen a,pg = a@ain,s- En la
ecuacion anterior, ay, () es un operador mixto, ya que depende de la posicion
£ vy momento k,. Sustituyendo los operadores de creacién y aniquilacion en el
hamiltoniano, y remplazando %k, — k tenemos que

3
13 [ (e e 4 5)

a,8 m=1 k,k!

+H.c., (5.2.3)

donde 4,,, denota la coordenada « del vector é,,. Reordenando términos e
intercambiando las sumas,

D3> [( 2 (k/_k)a> 0o (B8 + 83m)

B.kk m=1

+ H.c..

(5.2.4)
Utilizando la definicion delta de Kronecker, Ec. 2.2.13, sumando sobre k' y
reorganizando indices, el hamiltoniano resultante toma la forma

S [ al (B8 + ) + b5+ Sy lan(5)].
k., m=1
(5.2.5)
donde podemos definir fy,, = —te'®am  Por lo tanto la transformacion del

hamiltoniano estéa dada por

H=>_ > [ai(ﬁ) Fram k(B + Gp.m) + (B + O.m) fim akw)] . (5.26)

k,p m=1

El hamiltoniano anterior es la representacion en espacio y momento del modelo
de amarre fuerte. Es importante mencionar que no hemos utilizado ninguna
suposicion sobre el tipo de borde e incluso tampoco hemos restringido la deri-
vacion a algin tipo particular de red cristalina. Por lo que con las definiciones
apropiadas en el factor de estructura fy ,,, y en los operadores, el hamiltoniano
anterior puede ser utilizado para estudiar nanocintas con cualquier geometria,
siempre y cuando se cumplan las condiciones periddicas establecidas.

En el caso particular de una red de panal de abeja, como el grafeno, existen
dos formas basicas del borde, zigzag [149] y armchair [152, 153], como se
muestra en la Fig. 5.2 (a) y Fig. 5.2 (b) respectivamente. El ancho de las
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cintas esta determinado por 2N el numero total de sitios. Asi, el ancho de una
nanocinta zigzag W, y de una nanocinta armchair W, estan dados por

3
) W= (5.2.7)

2 2

3
W,=a <—N —1
donde a ~ 1.42 A es la distancia entre atomos de carbono. También existen

otras combinaciones, que no abordaremos en este trabajo, tal es el caso del
borde de Klein [154, 155].

5.2.1. Borde zigzag

Consideremos el caso del borde zigzag, Fig. 5.2 (a). La red es periodica en
la direcciéon z y finita en la direccion transversal y. Asi, en base a la Ec. 5.2.6,
tenemos que o« = x y f =y, por lo que el hamiltoniano es

3

ky m=1

En la direcciéon y la nanocinta es finita, por lo que podemos usar coordenadas
discretas. Para este sistema se tiene un total de 2N sitios en la celda unitaria.
En la Fig. 5.2 (a) los sitios A y B tienen tres vecinos correspondientes, por lo
que

N
H=-t)" [(eikém + e*%2)q ()b (n) + =30l (n)bp(n — 1) + Hee.| .
k n=1
(5.2.9)
Para simplificar y usar posteriormente, definimos los términos J; = —t(e**%=:1 4

etkdz2) = —9t cos (k:\/ga/2), Jo = —te™=3 = —t. Asi, el hamiltoniano se rees-
cribe como

H=Y" [Jla;(n)bk(n) + Jaal (n)b(n — 1) + H.c.] . (5.2.10)

n=1

Notemos que el hamiltoniano anterior es idéntico al de una cadena SSH con
parametros de salto alternados [145], por lo que hemos reducido el problema
bidimensional de nanocinta, al de una cadena unidimensional. Para simplificar
la ecuacion anterior, es 1til definir un operador de desplazamiento D tal que
Day(n) = ar(n + 1) y DTag(n) = ar(n — 1) cuya forma matricial es

, (5.2.11)

o O OO
oS O O
o O = O
o= O O
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N=5

- E
0 k 2V/31/3

Figura 5.3 Estructura de bandas para grafeno pristino con borde zigzag para (a) N =5, (b)
N =15y (c) N = 30. En el nivel de Fermi (Er = 0) aparece una banda plana degenerada
que aumenta su anchura de forma proporcional al ancho de la cinta.

y tiene dimensiéon N x N. Por tanto, el hamiltoniano se reescribe como

H=Y"%" [Jla,t(n)bk(n) + Jyal (n)DTby(n) + H.c.] . (5.2.12)

k n=1

La ecuaciéon anterior esta simplificada, sin embargo, es conveniente definir los
operadores globales

= {alaf@),. i}, vl = {elmf@,. ]
(5.2.13)

los cuales son vectores de dimension 1 X N y contienen la informacion de cada
sitio de la red. Por lo tanto, la representacion matricial de la Ec. 5.2.12 es de
la forma

0 Jly + DTN (U
- Z $ $ N iy + Jo k,A
H= - (lpk’A \Dk’B) (J1UN + oD On > <\I/k;,B> » (5214)

donde Iy v Oy son la matriz identidad y la matriz de ceros, ambas de dimen-
sion N x N, respectivamente. Por lo que el hamiltoniano de Bloch para una
nanocinta es,

T
Oy Sl + /D ) , (5.2.15)

Hk) = (JIIIN + J,D On

donde la dependencia en k es a través del término J;. En esta nueva represen-
tacion, el hamiltoniano toma la forma

H=> WHk)W,, (5.2.16)

el cual se puede escribir en una nueva base tal que H = P~*DP donde D es
la matrix de eigenvalores y P la matriz cuyas columnas son los eigenvectores
de H. Por lo que para encontrar la estructura de bandas del sistema finito solo
basta con diagonalizar la matriz H.
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La Fig. 5.3 presenta los resultados numéricos obtenidos para nanocintas de
distintos tamanos. Se puede observar que el nimero de bandas en la nanocin-
ta esta relacionado con el nimero de sitios que la componen. Es interesante
destacar la aparicion de un estado no dispersivo que se localiza en un inter-
valo claramente definido. Este estado fue reportado previamente por Fujita et
al. [149].

Como lo mostraremos de forma analitica mas adelante, la aparicion de este
estado se debe a las condiciones de contorno impuestas en la nanocinta. Ade-
mas, en la Fig. 5.3 se pueden apreciar las diferentes formas de las bandas y
céHmo varian en funciéon del tamano de la nanocinta. En las nanocintas mas
pequenas, las bandas estan muy separadas entre si, mientras que en las na-
nocintas mas grandes las bandas estan mas compactas. Cabe destacar que las
bandas que estan compactas son llamados estado de bulto, es decir, son estados
que estan distribuidos en la nanocinta. Como lo demostraremos mas adelante,
la banda plana es un estado que solo esta localizado en los sitios cercanos al
borde [149].

5.2.2. Borde armchair

Consideremos ahora el caso del borde armchair, Fig. 5.2 (a). La red es
infinitamente larga en la direcciéon x y finita en la direcciéon transversal y. Asi,
en base a la Ec. 5.2.6, tenemos que a = x, 8 = y, por lo que el hamiltoniano
es

H= Z[ak ) i 06l + Ban) + V(& + G S an(@)] - (5:217)

k,x m=1

En la Fig. 5.2 (a) los sitios A y B tienen tres vecinos correspondientes, por lo
que

N
03 el ()beln — 1) + €zl ()hu(n + 1)+
k n=1 (5.2.18)

+e*vs gl (n)by(n) + H.C.] :

Similarmente al borde zigzag, para simplificar y usar posteriormente, definimos
, . . o . . .E

los términos 1} = —te™*vs = —te ™ v T) = —tev1 = —te'kdv2 = _teis . Por

lo que, el hamiltoniano se reescribe como

= Z Zl {Tlak (n) + Tolaf ()b (n — 1) + af(n)by(n + 1)] + H.c.} :
- (5.2.19)
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(a)

Figura 5.4 Estructura de bandas para grafeno pristino con borde armchair para (a) N = 3, (b)
N =4, (c) N=4, (d) N=15, (e) N =16, (f) N =17. La estructura de bandas depende
de la anchura de la cinta, por lo que existen tres tipos de cintas armchair: semiconductoras
para N =3my N =3m+1 [(a), (b), (d) y (e)] y metalicas para N = 3m + 2 [(c) y (f)],
conm € Z.

Nuevamente hacemos uso del operador D, por lo que se recupera el hamilto-
niano

H= Z Z {Tlaz(n)bk(n) + Thlal (n)DTb(n) + al.(n)Dby(n)] + H.C.} :

k n=1

= zk: 2 {al [Ty + To(D” + D)Jbe(n) + Hoe. }
- (5.2.20)

La ecuacion anterior expresada en forma matricial, al igual que el caso zigzag,
es

0 Tily + To(D + D7)\ (¥
_ T T N 1N 2 kA
" ; <qj“ ‘I”“B> (Tf‘ Iy + T3 (D + D7) Oy Vip)’

(5.2.21)
donde [ y Oy son la matriz identidad y la matriz de ceros, ambas de dimension
N x N, respectivamente. Identificamos el hamiltoniano de Bloch, tal que

On Tily + To(D + ]DT)) (52.22)

H(k) = (TfuN + T} (D + DT) On

Los resultados numéricos para nanocintas de distinto tamano se muestran en
la Fig. 5.4. En este caso, la estructura de bandas depende fuertemente de la
anchura de la cinta. Se ha demostrado que mediante un modelo de amarre



62 5.2. Nanocintas de grafeno

fuerte existen tres tipos de cintas con borde armchair: la cinta es semicon-
ductora para N = 3m y N = 3m + 1, mientras que para N = 3m + 2 es
metélica [156] (véase Fig. 5.4), con m algin entero. No obstante, de acuerdo
a calculos ab initio', mas especificamente calculos DFT (Density Functional
Theory en inglés), revelan que incluso para N = 3m + 2 las bandas son semi-
conductoras [157, 158].

Finalmente, notemos que, contrario a lo que ocurre en el borde zigzag, en
este caso no aparecen estados de borde [159]. Ademés, debido a que en el borde
se dan atomos de las dos subredes, los valles estan mezclados y no se puede
distinguir los valles K. .

5.2.3. Soluciones analiticas para los estados de borde

El formalismo de matrices que hemos utilizado para determinar la estruc-
tura de bandas en nanocintas con ambas geometrias es muy ttil para encontrar
formas analiticas para los estados de borde. En esta seccion, solo describiremos
la metodologia para encontrarlos en una red zigzag pero el método se puede
generalizar a cualquier sistema finito con condiciones de frontera periddicas.

En general, la ecuacion de eigenvalor para un sitio arbitrario n en ambas
geometrias se escribe como

H ( Z;‘EZ; ) —E ( zg%z; ) . (5.2.23)

Donde hemos omitido la dependencia en k y 14/5(n) son las eigenfunciones
del hamiltoniano en el n-ésimo sitio. Para una red con borde zigzag usamos el
hamiltoniano en Ec. 5.2.15, es decir,

(JlnN : JsD i +OJQ]DT) < iﬁgg > - ( 5283 > - (52.24)

El operador de desplazamiento simplemente desplaza un sitio en el indice de
la funcion de onda, es decir Dy(n) = ¢ (n + 1) y DT (n) = ¢(n — 1), por lo
que se obtiene,

Sip(n) + Jap(n — 1) = Eva(n),
Jia(n) + Jopa(n 4+ 1) = Evp(n). (5.2.25)

La ecuacion anterior es un sistema de ecuaciones acopladas y se les conoce como
ecuaciones de Harper [160, 161|. Para resolver el sistema anterior, supongamos
que la funciéon de onda es de la forma 14(n) = Az" donde z es en general un
nimero complejo y A una constante de normalizacién®. Para encontrar una

IProviene del latin que significa ”a partir de primeros principios”, que quiere decir que
solo se asumen leyes béasicas y bien establecidas. El modelo de amarre fuerte no es un calculo
ab initio, ya que requiere parametros experimentales, los saltos t.

2En general se puede utilizar 14 (n) = Az™ + A’2™", sin embargo cada término corres-
ponde a una solucion particular de un borde de la nanocinta. Si el sistema es suficientemente
ancho entonces las soluciones se pueden considerar de manera independiente.
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soluciéon para el estado de borde notemos que la ecuaciéon anterior se tiene que
modificar para n = 1 ya que una condicion de frontera es que el sitio 15 (0) = 0.
Para n = 1 escribimos

J1vp(1) = Eva(l),
Jipa(1) + Jova(2) = Evp(l), (5.2.26)

como una consecuencia de la condicién de frontera. Para el otro borde en
n = N el procedimiento es idéntico, sin embargo, para simplificar el proble-
ma solo consideraremos las soluciones para un lado de la nanocinta. Ademas,
supondremos que la nanocinta es infinitamente ancha de tal manera que los
estados en lados opuestos no se mezclan entré si. Reescribimos ambos sistemas
de ecuaciones, Ec. 5.2.25 y Ec. 5.2.26, en términos del ntimero complejo z,

donde

JiBz" + J,Bz"t = EAZ",
JIAZ" + J, A" = EB2", (5.2.27)

son las ecuaciones para el bulto. Mientras que

JiBz = FAz,
J1 Az + JyAz? = EBz, (5.2.28)

corresponden a las ecuaciones del borde. Ambas ecuaciones se pueden escribir
en forma matricial, es decir

—-FE Jy + Joz7t Az
( Ji+Jz  —E ) ( Ban ) =90, (5.2.29)

—-F J1 Az .
(5 ) () 5230

La solucién no trivial es cuando los determinantes de ambas ecuaciones son
nulos, lo cual nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones

E*—J—J}— Tz +27h =0,

E? — J} — JiJyz = 0. (5.2.31)
Entonces, las soluciones que satisfacen ambas ecuaciones son £ =0y z = —%,

las cuales corresponden a un estado no dispersivo (banda plana) a energia cero,
tal como se observa en la Fig. 5.3. Para encontrar la forma de la funciéon de
onda nos apoyamos en la solucion de la Ec. 5.2.30 ya que si E =0y J; # 0,
entonces B = 0. Por lo que la funciéon de onda de este estado es

W(n) = A (—%)n ( ; ) , (5.2.32)
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con energia F/ = 0. La solucién corresponde a un estado localizado en el borde
de la nanocinta. Este estado de borde fué obtenido en [162] con un método
diferente al mostrado en este trabajo. La funciéon de onda solo tiene com-
ponentes en los sitios A para un borde de la nanocinta y por simetria en
los sitios B para el borde opuesto. Ademas, debido a que la funcién de on-
da debe satisfacer |z| < 1 para que la solucién no sea divergente, entonces
el término J;(k) = —2tcos(kv/3a/2) determina la region en el espacio de
momento en el que el estado de borde estid definido, el cual estd dado por
k € (2v/37/9,4v/37/9). La relacion de dispersion de este estado se puede ob-
servar en Fig. 5.3 (¢). Notese que cuando la nanocinta es mas estrecha, Fig. 5.3
(a) y (b), la estructura de bandas del estado de borde cerca de sus extremos
deja de ser plana. Esto se debe a que hay una hibridacién con el estado del
borde opuesto. Finalmente, con el mismo procedimiento al descrito en esta sec-
cion, se puede demostrar que una nanocinta de grafeno con bordes armchair
no admite estados de borde [159], eso se puede observar en la Fig. 5.4.

5.3. Nanocintas de grafeno con masa

En el capitulo 3 estudiamos el grafeno con masa, que consiste en introducir
energias de sitio m y —m a los sitios A y B respectivamente. Determinamos que
esta modificacion al grafeno pristino rompe la simetria de inversién espacial
T y por tanto se abre una brecha de energia. No obstante, en el capitulo 4
calculamos el ntiimero de Chern, C' = 0, y concluimos que este sistema es un
aislante trivial. En este apartado, calcularemos las bandas para el grafeno con
masa finito con ambos bordes.

El hamiltoniano de amarre fuerte para el grafeno con masa estd dado por
Ec. 3.1.2, que puede ser reescrito como

H = Hg+ H,,, (5.3.1)

donde Hg es el hamiltoniano de grafeno pristino,

H,, =m» (alay — bl 5 bers,), (5.3.2)

es el hamiltoniano que contiene los términos de masa. Repetimos el mismo
proceso que en grafeno pristino para expresar el hamiltoniano en el espacio-k,

My Oy \ (U
_ + + N N k,A
H, = zk: (vls wls) ( o —MN) (%B) , (5.3.3)

donde My = mly. Utilizando el mismo método que en las secciones anteriores
es sencillo demostrar que la representacion matricial para grafeno con masa
con borde zigzag, H.(k), es,

T
My Jily + oD > ’ (5.3.4)

Ha(k) = (JIHN + LD My
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Figura 5.5 Estructura de bandas para grafeno con masa con borde zigzag (fila superior) y
armchair (fila inferior). En ambos casos las bandas se separan, tenemos una brecha de energia
similar al caso infinito y no hay estados de borde. En el borde zigzag desaparecen los estados
metalicos.

y la correspondiente al borde armchair, H,(k), esta dado por

M TIHN+T2(]D+]DT))

Ha(k) = <[T1[]N +Ty(D + D7)t ~My. (5-3.5)

En la Fig. 5.5 se muestra la estructura de bandas para grafeno con masa con
borde zigzag (fila superior) y armchair (fila inferior). Similarmente al caso
infinito (véase Fig 3.1), existe una brecha de energia proporcional a |m|. Para
ambos bordes las bandas se separan y en el borde zigzag tenemos que los
estados metélicos que formaban una banda plana se separan. Esto confirma
que el grafeno con masa es un aislante trivial.

5.4. Correspondencia bulto-frontera en el mode-
lo de Haldane

En el modelo de Haldane, en ciertos regimenes, pueden presentarse fases
equivalentes al efecto Hall cudntico. La aparicion de estas fases se relaciona
con la ausencia de simetria de inversion temporal y estan caracterizadas por
un invariante topologico [41, 48]. Al inicio de este capitulo, mencionamos que el
efecto Hall cuantico presenta estados de borde [40]. Asi, una consecuencia de la
presencia de fases topologicas no triviales es la llamada correspondencia bulto-
frontera [119], que nos indica que el ntimero de estados de borde en un aislante
topologico esta relacionado con el correspondiente invariante topologico. Por
lo tanto, identificando la fase en la que se encuentra el material, se puede
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determinar el nimero méximo de estados de borde que puede presentar en su
representacion finita. Para una demostracion formal de esto, véase [119].

A continuacion, utilizando el formalismo de matrices descrito en las sec-
ciones anteriores, construiremos el modelo de Haldane para un sistema finito
y obtendremos la estructura de bandas en sus diferentes fases topologicas,
Fig. 4.5, mostrando asi la correspondencia bulto-frontera para este sistema.

Para comenzar, consideremos el hamiltoniano completo para el modelo de
Haldane, que esta dado por Ec. 3.2.5, y que podemos reescribir como

H=H, + Hg + H, (5.4.1)

donde H,, es el hamiltoniano que contiene las energias de sitios, Hg el hamil-
toniano de grafeno pristino y

3
o= 35 (b s+ S

n=1 ra rp

, (5.4.2)

es el hamiltoniano que contiene la fase de Haldane. Aplicando el mismo método
que se utilizdé para nanocintas de grafeno pristino, el hamiltoniano anterior
puede escribirse como

3
Hy =303 [al(B) hme™ a(B + pam) + L(B) hme™ bi(B + ppm) + He.

k,p m=1
(5.4.3)
donde hemos supuesto que cada sitio r tiene coordenadas («, ), con un borde
a lo largo de la direccion o y donde hy ,, = —te'#m es el factor de estructura.

Similarmente al caso de las nanocintas pristinas, no hemos utilizado ninguna
suposicion sobre el tipo de borde. Por lo que con las definiciones apropiadas
en el factor de estructura hy ,,, considerar H,, y H¢, el hamiltoniano anterior
puede ser utilizado para estudiar nanocintas con cualquier geometria.

En este sentido, calcularemos Hy para nanocintas zigzag y un procedi-
miento similar se puede seguir para nanocintas armchair. Entonces, la red es
periodica en la direcciéon z y finita en la direccion transversal y. Asi, tenemos
que @« = x 'y 3 =y, por lo que, el hamiltoniano de forma simplificada puede
escribirse como

Hy=—t'Y "> [Hy(n) + Hel, (5.4.4)

k n=1

donde en base a la Fig 5.2 tenemos

Hy(n) = {ei‘z’ {eik“zvlaz(n)ak(n -1)+ eik“zvzaz(n)ak(n +1)+ eik“wa};(n)ak(n)

_|_
e {eik“z»lbz(n)bk(n -1)+ eik““bl(n)bk(n +1) + et b;(n)bk(n) } .
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Energia (eV)

2v/31/3 k 2v/37/3

Figura 5.6 Estructura de bandas del modelo de Haldane con borde zigzag. Se considera varios
valores de m = {3\/§t’ + A, 3V3t, 33t — A}, con A = 0.1, y para un par de valores de
¢ ={—n/2,7/2}. En todos los casos se toma los saltos como t = 1€V y ¢’ = 0.1 eV.

En la ecuacion anterior no hemos considerado el operador hermitiano conjuga-
do por simplicidad, pero se considera en Ec. 5.4.4. Hacemos uso de la defincién

de operador D, por lo que
Hy(n) = {ei‘l5 [eik“z’la,t(n)]DTak(n) + eik"wal(n)]])ak(n) + eik“””*f’a,t(n)ak(n)] +

e et pl (n)DTby(n) + e™2b] () Dby (n) + €¥=28] ()b (n) ] }
(5.4.6)

Dado que las componentes i, 1 = fig 2 = —\/ga/Q Y M3 = \/ga, entonces se
recupera lo siguiente

H¢(n) = {CL}; (n) |:e_i \/§2ka +i¢(]DT + ]D) + ei\/gka+i¢i| ag (n)+

+b}(n) {e—z‘@’m ~i9(DT + D) + eiﬁka_id’] bk(n)} . (5.47)

Por lo tanto, al sumar el operador hermitiano conjugado podemos simplificar y

definir los términos Js(¢) = —2t' cos(¢ — v/3ka/2), Ju(¢) = —2t' cos(¢ + V/3ka)
y Ji = J3(—¢), J, = Ju(—¢). Asi, el hamiltoniano en Ec. 5.4.4 se puede escribir

como

B ; ; JsT+ Jy(DT + D) Oy Wy,a
Hy = Ek: (‘I’M ‘I"va> ( O S+ J(DT+D) ) \ ¥ p)
(5.4.8)
Por ltimo, al agregar H,, y Hg correspondiente al borde zigzag, Ec. 5.3.4, el

hamiltoniano de Bloch para el modelo de Haldane es

My + J5T+ Jy(DT + D) Ty + JoDT
Hik) = ( Ty + JoD My + ST+ @7 +p)) - 549
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En la Fig. 5.6 se muestra la estructura de bandas del modelo de Haldane.
Hemos considerado una nanocinta con borde zigzag y tamano N = 30. Para
describir la correspondencia bulto-frontera, consideremos ahora los diferentes
casos mostrados en el diagrama de fase de la Fig. 3.6, es decir los tres casos de
estudio:

= En la fase trivial con ntimero de Chern C' = 0, que corresponde a las
figuras (a) y (d) de la Fig. 3.5, la nanocinta es semiconductora con una
brecha de energia proporcional a la masa de Haldane (véase Cap. 3).
Los estados de borde que aparecen en esta fase no cruzan la brecha y
son muy similares a los obtenidos en el caso de grafeno con masa. Estos
estados, aunque estén localizados en el borde, no son topolégicos ya que
no cruzan la brecha de energia. Ademés, desaparecen si cambiamos el
tipo de borde (véase Fig. 5.5).

= En el caso critico, mostrado en los paneles (b) y (e) de la Fig. 3.5, el nme-
ro de Chern no esté definido debido a que no hay una brecha de energia.
Los estados que cruzan entre las bandas del bulto tienen componentes
en los bordes pero, como en el caso trivial, estos estados desaparecen si
cambiamos el tipo de borde.

» Finalmente, en el caso no trivial donde C' = —1 en la Fig. 3.5 (c¢) y
C' = +1 en Fig. 3.5 (f), los estados claramente cruzan la brecha de
energia. En esta fase, si observamos las bandas de izquierda a derecha,
los estados de borde aparecen en la region donde estan los multiples
estados del bulto en la region de valencia y se fusionan con los estados
del bulto de la regiéon de conduccion. Aqui, los estados del bulto estan
separados por una brecha de energia y solo los estados que cruzan la
brecha son metalicos. Por lo tanto, los electrones que se propagan por
la nanocinta, lo hacen por el borde metalico porque el bulto es aislante.
Esta es una caracteristica de un aislante topologico.

En el primer caso con C' = 0 existen estados de borde, pero estos no
cruzan la brecha de energia, por lo que el sistema es un aislante trivial. En el
segundo caso, la nanocinta es metélica ya que no hay brecha de energia. En
el ultimo caso con C' = %1, tenemos un estado que cruza el borde (un estado
por cada lado de la nanocinta), por lo que el sistema es un aislante en el bulto
y conductor en el borde, es decir, un aislante topolégico. Esta descripcion
general nos permite escribir la correspondencia bulto-frontera de la siguiente
manera: El nimero de estados de borde que cruzan la brecha de energia, es
igual al nimero de Chern de la banda anterior a la brecha y su direccion de
propagacion es igual al signo de este ntimero. Esto se observa, por ejemplo, en
la Fig. 3.5 (c). El estado que se origina desde las bandas superiores cruzando
la brecha con pendiente negativa es debido a que C' = —1 en la banda inferior.
La banda con pendiente opuesta que también cruza la brecha corresponde al
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estado en el borde opuesto de la nanocinta. Este es uno de los resultados mas
importantes en los aislantes topologicos ya que con el solo hecho de calcular el
numero de Chern en el sistema infinito, se puede predecir una propiedad del
sistema finito.



Conclusiones

En este trabajo se realizé un estudio detallado de las propiedades electroni-
cas y topologicas de tres tipos de sistemas de grafeno, pristino, con masa y tipo
Haldane. En el Capitulo 2 y Capitulo 3 se encontraron soluciones analiticas
para la estructura de bandas y sus correspondientes funciones de onda. En el
Capitulo 4, la fase de Berry y su correspondiente nimero de Chern se obtu-
vieron analitica y numéricamente para describir las diferentes fases topologicas
de cada sistema. Adicionalmente, en el Capitulo 5 se estudioé cada sistema
en su representacion finita y se describi6 la correspondencia bulto-frontera. Se
evidencié que las propiedades topologicas de cada sistema estan relacionadas
con la existencia o no de estados de borde.

En resumen, en esta tesis se ha realizado una descripcion detallada de las
propiedades topologicas de una red cristalina de grafeno en presencia de térmi-
nos de masa y del modelo de Haldane. Se ha llevado a cabo un analisis teérico
completo de las simetrias y propiedades electronicas. Una de las contribuciones
més importantes de este trabajo es el nivel de detalle con el que se ha descrito
cada sistema, lo que permite una comprension més profunda y sistemética de
sus propiedades topologicas y electronicas. Aunque existen algunos trabajos
en la literatura que describen estos sistemas [2, 65, 71|, consideramos que este
trabajo unifica y amplia las descripciones existentes. Ademas, se ha enfocado
en describir las propiedades topologicas y electronicas paso a paso, lo que hace
que este trabajo sea una guia 1util para otros investigadores interesados en estos
temas.

Es importante destacar que los materiales bidimensionales, especialmente
el grafeno, tienen un gran potencial en aplicaciones tecnoldgicas en campos
como la informatica y el almacenamiento de informacién. Pero también re-
presentan un campo de interés tedrico, en particular los aislantes topologicos,
cuya descripcion esta estrechamente ligada con matematicas complejas y otras
ramas de la fisica, como la Fisica de Altas Energias. Por lo tanto, el estudio
profundo de las propiedades de estos materiales no solo es importante para su
aplicacion en tecnologia, sino que también permite una mejor comprension de
los fenémenos fisicos en sistemas complejos.
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Finalmente, es importante destacar que ain quedan problemas abiertos
para futuras investigaciones. En particular, en el Capitulo 4 se describi6 la
teoria geométrica de bandas y se calculd la curvatura de Berry. No obstante,
para obtener esta cantidad se utiliza el llamado tensor métrico, el cual con-
tiene otra cantidad fisica importante conocida como métrica cuantica. Seria
interesante estudiar en detalle su relacién con las propiedades topologicas de
los sistemas en cuestion, ya que esta métrica cuantica es una medida de la
distancia entre estados cuénticos.

Ademas, en el Capitulo 5 se describi6 la correspondencia bulto-frontera.
Se encontraron diferentes estados de borde que no necesariamente son topo-
logicos, sin embargo, dependen mucho del tipo de borde. Recientemente, se
ha encontrado que los estados de borde en el grafeno pristino se pueden ca-
racterizar con otro invariante topologico relacionado con algo llamado Fase de
Zak [66]. Esto sugiere que dichos estados también tienen un caracter topolo-
gico. Serfa muy util encontrar una clasificacion méas general de los estados de
borde tipo Berry o tipo Zak y describir sus diferencias.



Hamiltoniano de modelo de dos bandas

El Hamiltoniano para un modelo de dos bandas esta dado por
H(k) = M(k) o0 + A(k) - o, (A.0.1)

donde A(k) = {A;(k), A\y(k),\.(k)}, 0p = Layo es la matriz identidad y o =
(04,04,0;) es el vector de las matrices de Pauli. La ecuaciéon de eigenvalor a
resolver es

H(k) [U(k)) = E(k) [U(k)), (A.0.2)

donde |¥(k)) es un pseudo-espinor con componentes {1 (k), ¢¥a(k)}, E(k) es
la relaciéon de dispersion. Asi, los eigenvalores estan dado por la ecuacion ca-
racteristica

det{[Mo(k) — E(k)]oo + A(k) - o} = 0. (A.0.3)

Omitiendo la dependencia en k por simplicidad, el determinante se escribe
como

Mtd—E  A—id, |

2 2 2 2y _
ot ih Ao g = Qo B (RN A) =0 (A04)

Asi, al resolver, obtenemos la relacion de dispersion,

donde n = £1 es el indice de banda y A = |A|. Por otra parte para calcular los
eigenvectores o funciones de onda, se tiene la siguiente ecuaciéon matricial

A=A =i ) () (0
G2 A0 e

De aqui se obtienen las siguientes identidades

Az — 1A
U = =1y, 1

N A A
A, —nd

= ) A.0.7
it (A.0.7
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Si utilizamos la segunda identidad la funcién de onda es de la forma

s A+ 1A
|V,) = o D4, ) (A.0.8)

Mediante la condicion de normalizacion (We|We) = 1, podemos determinar el
valor de 15, por lo que

<\I/n|‘1]17> = % ()‘Z A A — Z‘)‘y) (

= %[(Az + A 4+ A2 4+ X

(¢2)2 2 2 2 2
== )\ 2N+ A2+ 22+ )
<)‘z+77)‘)2[ S+ AT+ AL+ A

= ﬁ%\()\ +nA.).

(A 4+ EN)?

Az + 1A
Ae + i)y

(A.0.9)

Por lo tanto la funcién de onda normalizada estd dada como

1 A+ nA)
) = . . A.0.10
V) 2A(A +n),) ()‘x +iAy ( )




Simetrias discretas en modelo de dos bandas

Aplicaremos los operadores de inversioén temporal T, agujero-particula P, qui-
ralidad S e inversion espacial Z, descritos en la seccién 2.4, a un hamiltoniano
de dos bandas, para determinar las condiciones necesarias que debe tener el
hamiltoniano para ser invariante ante estos operadores. Consideremos el ha-
miltoniano para un modelo de dos bandas

donde k € T" y Ao(k) y A(k) son funciones reales.

Simetria de inversion espacial.
La condicién de simetria de inversion espacial esta dada como

o, H(k)o, = H(—k), (B.0.2)
entonces, sustituyendo Ec. B.0.1 en la ecuaciéon anterior
o, H(k)o, = 0.(do(k) o9 + A(Kk) - 0)0,

= Mo(k) 00 + Ao (k) 0 — Ay (k) 0y — X.(K) 0 (B.0.3)
= Mo(—k) 00 + Ao (=k) 0, + Ay (=k) 0, + X\.(—k) 0.

Para preservar la simetria de inversién es necesario que, termino a termino se
cumpla que,

)\O(k) = )‘0(_k)7 /\a:<k) = Am(_k>’ )‘y(k) = _)‘y(_k)7 )‘z(k) = _/\z<_k)7
(B.0.4)
lo cual implica que las funciones A\g(k) y A, (k) tienen que ser pares, mientras
que Ay (k), A, (k) tendrian que ser impares.

Simetria de inversiéon temporal.
Por otro lado, la condicién de simetria de inversion temporal es

H(K)* = H(—k), (B.0.5)
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asi, al aplicarlo a Ec. (B.0.1) tenemos
H(k)" = (do(k) o0 + A(k) - )"

= Ao(k) 00 + s (k) 0, — A\y(k) 0y + A, (k) 0, (B.0.6)
= Ao(—k) o0 + A\o(—k) 0, + N\y(—Kk) 0, + X.(—k) 0,

por lo cual se satisfacen las siguientes relaciones

Ao(k) = Ao(=k), Ae(k) = Aa(=Kk), Ay(k) = =Ay(=k), A:(k) = A.(=k).
(B.0.7)
esto implica que A\g(k), A;(k), A.(k) son funciones pares y A, (k) es impar.

Simetria quiral.
Por otra parte, la simetria quiral se leé

o, H(k)o, = —H(k), (B.0.8)
esto es
o, H(k)o, = o,(dy(k) oo + A(k) - 0)0,
= Ao(k) o9 — \p(k) 0, — Ay (k) 0y + A.(k) 0, (B.0.9)

= Aok) = Ao(k), Ae(k) = As(k), Ay(k) = Ay(k), As(k) = —As(k),
(B.0.10)
esto implica que necesariamente A\o(k) = A, (k) = 0.

Simetria agujero-particula.
Por 1ultimo la simetria agujero-particula P es la combinacion de la simetria
quiral y simetria de inversion temporal P =S - T, por lo que la condiciéon es

o, H(k) o, =—H(-k), (B.0.11)
entonces
o, H(k) o, =0,(do(k) o0 + A(k) - o) * 0,
= Mo(k) o0 — A\p(k) 0, + Ay (k) oy + As(k) 0 (B.0.12)

= —Xo(—k) 09 — Ao (=k) 0, — \y(=k) 0, — X\.(—Kk) 0,
por lo tanto debe cumplirse que
Ao(k) = =Ao(=k), Au(k) = Au(=k), Ay(k) = =Ay(=k), A.(k) = —A.(=k),
(B.0.13)
entonces Ao(k), A\, (k) y A.(k) son impares, mientras que A, (k) es par.

Las cuatro condiciones encontradas seran de utilidad para identificar sime-
trias en un sistema de dos bandas. Ademés, notemos que un sistema de dos
bandas que presente estas cuatro simetrias a la vez, debe cumplir que

Mo(k) =0, Ao(k) = Ao(—Kk), Ay(k) = -\ (=k), A.(k)=0. (B.0.14)

En el capitulo 2 se muestra que el grafeno pristino presenta estas cuatro sime-
trias.



Tensor métrico de modelo de dos bandas

En esta seccién mostraremos el calculo para encontrar el tensor geométrico
cuantico (TGC) [45, 46, 114] de un modelo de dos bandas. Considerando un
modelo n-dimensional de m bandas, el TGC esta dado por

1
donde n =1,2,...,m es el indice de banda, k € T" es el momento cristalino?,

g7, (k) es la métrica cuéntica y 27 (k) es la curvatura de Berry.

Se ha demostrado que un enfoque basado en el operador proyector es util
para encontrar con facilidad el TGC en un modelo de m bandas [163]. En
términos del operador proyector el TGC se escribe como [114, 163]:

n, = (0,9" (1 - P")[9,9") = Tr{9,P"(1 — P")9,P"}, (C.0.2)

donde 1,, es la matriz identidad de dimension m x m, |¥7) son las eigen-
funciones, P" = |¥") (U"] el operador proyector y ademés hemos omitido la
dependencia en k por simplicidad.

En base a las soluciones obtenidas para un modelo de dos bandas en el
apéndice A, el operador proyector estard dado por

P = um) (W],
1 s+ 1A )
= T2) (0 +0h A — i),
2AA+1nA,) (/\g; + z/\y) (A= +n iAy)
-t (A= + 1) (A + A (A, —iA,)
T 220(A+pAs) N+ i) (A +1A) A2 4 )2 » o (C.0.3)
o AEnA (Ae—idy)
oA \(a i) A A )7
1
= [l + M-l
2
'En general se puede considerar cualquier espacio de pardmetros k = (K1, K2, ..., Km),

como se menciona en el capitulo 4.
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donde A" = nA/\. Entonces el operador d,P"(1, — P")0,P" esta dado por
1
0, P"(1y — PM)0,P" = 3 [0, AT o] 1y — A" - o] [0,A" - o]

_ %(@N o) DA - &) — %(auxv )N &) AN - o)
(C.0.4)

Para cuales quiera vectores a y b, se cumple la siguiente propiedad
(a-o)-(b-o)=(a-b) o +i(axDb)-o, (C.0.5)

la cuél es 1til para reescribir Ec. C.0.4. Por simplicidad reescribiremos término
a término el operador C.0.4, esto es

é(aux’ o)A - &) = é(aum LN 1y + (0N X ANT) - o), (C.0.6)

%(aw L) A ) (DA - &) = é@xz L) AT A" Ty + (AT X D) - o),
_ %[(X? COATIAT — DT x (A x A7) - o+

+ %[aw (N7 x 9,AN)] 1
(C.0.7)

Una de las propiedades de las matrices de Pauli es que Tr(o;) = 0, entonces
Tr{h-o} =0, Vh. Por lo que,

Tr {%@xv ACEE 0')} = %aw -0, A" 1y, (C.0.8)

] :
Tr {g(aﬂv co)( A" o) (0, A" - a)} = é[@u)\” (AT x 9,A")] L. (C.0.9)
Dado que la Tr{15} = 2, entonces el TGC se reduce a

= [a A 9N 4 i - (9,A7 x 0,A")]. (C.0.10)

/w

Identificamos la métrica cuéntica y la curvatura de Berry:
1 1
G = 7O 0T, = =g AT (G AT X O, AT). (C.0.11)

No obstante podemos reescribir ambos tensores en términos de A, lo cuél es de
utilidad porque es facil identificar en el hamiltoniano. Para la métrica cuantica
tenemos

1
Gl = JONT- DA,

:H( ax—i—jA) (l ) i’fj )} (C.0.12)

1 9\ P
= Lp(ax DA) — LA OA) — 2N 9N + 28)\8)\

)\3

A
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Considerando que 0,d = (d - 9,d)/d, entonces

g, = i Lz(a A9 — axf(x-ayx) iA(A 9N) + A28 A9\
- i {p(aﬂx L) — F()‘ L9 ayx)l | (C.0.13)
=5 [aﬂA oA A a,)\;g)\ : 8”)‘)} .
Por otro lado, la curvatura de Berry se reescribe como
0, = X1 (0,7 x 0N,
= Kla“)‘ ‘13)\) ( DA — iﬁ)} , (C.0.14)
_ _277A LZ(a A X 9,A) — %(A 8,A) — ij(a A x ,\)}
= LA (DA X DN,

Por lo tanto, para un modelo de dos bandas el tensor geométrico cuantico esta
dado por

N (-9,

L= o7 [a A-oa— 20 G FigA (A ayx)} . (C.0.15)

En la ecuaciéon anterior se muestra la dependencia explicita del vector A. Por lo
que, este vector es de gran importancia para describir las propiedades geomé-
tricas y topologicas del sistema. Asi, los resultados encontrados en esta seccion
seran de utilidad para calcular la curvatura de Berry y por tanto el niimero de
Chern de los sistemas tratados en este trabajo (Capitulo 4).
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